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PRÉFACE 


Le  présent  Ouvrage  est  le  développement  des  leçons  que  je 
consacre  chaque  année,  pendant  un  semestre,  depuis  191 2,  à 
l'enseignement  de  la  Mécanique  céleste.  J'ai  pleine  conscience 
de  la  témérité  de  mon  entreprise,  venant  après  les  travaux  de 
F.  Tisserand  et  de  H.  Poincaré  :  il  m'a  paru  cependant  qu'il  y 
avait  encore  place  pour  un  Ouvrage,  intermédiaire  en  quelque 
sorte  entre  le  Traité  de  Tisserand  et  les  profondes  recherches 
de  Poincaré,  dans  lequel  seraient  exposées  de  la  façon  la  plus 
simple,  mais  en  même  temps  la  plus  complète,  les  solutions 
pratiques  que  donne  l'Astronomie  aux  problèmes  réels  de  la 
Mécanique  céleste.  C'est  un  tel  Livre  que  j'ai  tenté  d'écrire, 
m'adressant  aux  astronomes  praticiens,  et  plus  précisément 
encore  aux  astronomes  calculateurs;  et,  pour  faciliter  leur 
tâche,  je  me  suis  attaché  presque  exclusivement  à  développer, 
avec  tous  les  détails  nécessaires,  les  méthodes  qui  conduisent 
aux  calculs  les  plus  simples  et  les  plus  sûrs,  en  les  illustrant 
toujours  par  des  exemples  numériques  empruntés  à  la  réalité. 

Je  me  suis  borné  à  l'étude  de  quelques  problèmes  fondamen- 
taux; mais,  parmi  eux,  j'ai  compris  ceux  qui  font  l'objet  de  ce 
que  l'on  appelle  souvent  ailleurs  V Astronomie  théorique^  c'est-à- 
dire  ceux  qui  se  posent  à  l'occasion  de  la  théorie  de  la  détermi- 
nation des  orbites  des  petites  planètes  et  des  comètes;  ils  appar- 
tiennent vraiment  en  effet  au  domaine  de  la  Mécanique  céleste, 
comme  je  l'envisage  ici,  et  on  les  rencontre  trop  fréquemment 
pour  qu'il  m'ait  été  possible  de  ne  pas  les  traiter  complètement. 
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En  aucun  cas,  je  ne  me  suis  cru  obligé  de  présenter  les  solu- 
tions des  problèmes  sous  la  forme  même  qui  leur  a  été  donnée 
par  leurs  premiers  auteurs  :  mais  j'ai  pris  la  liberté  de  les 
modifier  toutes  les  fois  qu'une  amélioration  me  semblait  en 
résulter;  et  comme  il  s'agit  d'un  Ouvrage  didactique,  j'ai 
constamment  dirigé  mes  efforts  vers  une  exposition  systéma- 
tique, malgré  la  diversité  des  méthodes  imposée  par  la  diversité 
des  circonstances. 

L'Ouvrage  comprend  deux  Volumes,  et  est  divisé  en  six 
Livres  d'étendue  très  inégale.  Dans  le  premier  Livre,  je  définis 
les  problèmes  à  étudier,  et  j'expose  les  principes  généraux  qui 
doivent  conduire  à  leur  solution;  le  second  est  consacré  à  l'étude 
pratique  complète  du  mouvement  képlérien  et  de  ses  perturba- 
tions. On  trouvera  dans  le  Livre  III  la  théorie  des  planètes, 
c'est-à-dire  l'étude  analytique  générale  des  perturbations,  lors- 
qu'elles sont  développables  sous  la  forme  simple  qui  convient 
en  particulier  dans  le  cas  des  grosses  planètes. 

Les  Livres  IV,  V,  VI  contiennent  respectivement  la  théorie 
de  la  Lune,  celle  du  mouvement  de  la  Terre  et  de  la  Lune 
autour  de  leur  centre  de  gravité,  et  enfin,  la  théorie  des  anciens 
satellites  de  Jupiter. 

M.  A.  Lambert  a  bien  voulu  m'aider  dans  la  «révision  des 
épreuves  :  je  suis  heureux  de  lui  dire  ici  toute  ma  reconnais- 
sance. Je  dois  aussi  mes  meilleurs  remerciements  à  la  maison 
Gauthier- Villars,  dont  les  soins  ont  assuré  la  parfaite  exécution 
typographique  de  cet  Ouvrage. 

H.  ANDOYER. 

8  décembre  1922. 
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LES  PROBLÈMES  (ÎÉNÉR AUX  DE  LA  MÉCANIQUE  CÉLESTE. 

CHAPITRE  I. 

DÉFINITION  ET  RÉDUCTION  DES  PROBLÈMES  GÉNÉRAUX 
DE  LA  MÉCANIQUE  CÉLESTE. 


1.  La.  Afécanicjue  céleste  est  îovïnée,  d'après  Laplace,  «par  l'en- 
semble des  théories  qui  embrassent  tous  les  résultats  de  la  gravitation 
universelle  sur  l'équilibre  et  sur  les  mouvements  des  corps  solides  et 
fluides  qui  composent  le  système  solaire  et  les  systèmes  semblables 
répandus  dans  l'immensité  des  cieux  ».  Dans  ce  domaine  singulière- 
ment vaste,  et  qui  va  s'élargissant  chaque  jour,  on  peut  distinguer 
bien  des  parties  :  celle  qui  forme  l'objet  du  présent  Ouvrage  est 
strictement  limitée  à  l'étude  analytique  élémentaire  des  priilcipaux 
phénomènes  que  nous  pouvons  observer  dans  les  mouvements  des 
astres  du  système  solaire  ;  et  c'est  du  point  de  vue  astronomique  que 
les  problèmes  y  sont  envisagés.  En  particulier,  on  regardera  comme 
connues  les  données  numériques  de  ces  problèmes. 

Suivant  encore  l'expression  de  Laplace,  «  l'Astronomie,  considérée 
de  la  manière  la  plus  générale,  est  un  grand  problème  de  Méca- 
niqtie  ».  Cependant,  il  est  manifeste,  pour  bien  des  raisons  intuitives, 
que  les  problèmes  réels  de  la  Mécanique  céleste  échappent  à  l'ana- 
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Ijse  dans  leur  ensemble;  nous  sommes  obligés  de  leur  substituer  des 
problèmes  aussi  voisins  que  possible,  mais  susceptibles  d'être  traités 
suivant  les  principes  de  la  Mécanique  rationnelle.  On  arrive  à  ce 
résultat  grâce  à  une  série  d'hypothèses  ;  la  première  consiste  à  regarder 
les  corps  célestes  comme  composés  de  points  matériels  formant  des 
systèmes  isolés  dans  l'espace,  dont  les  dimensions  sont  petites  par 
rapport  à  leurs  distances  :  les  mouvements  de  ces  systèmes  sont  déter- 
minés par  leurs  attractions  mutuelles,  suivant  la  loi  de  Newton. 

2.  Envisageons  deux  tels  systèmes  S  et  S',  composés  respectivement 
de  points  matériels  P  et  P'  dont  les  masses  sont  m  et  m  .  Nous  devons 
tout  d'abord  étudier  le  potentiel  d'attraction  de  ces  deux  systèmes, 
c'est-à-dire,  d'une  façon  précise,  la  fonction 

fmm' 


"=2 


PP' 


oùy  désigne  le  coefficient  d'attraction,  et  où  la  sommation  est  étendue 
à  tous  les  points  P  et  P'  des  deux  systèmes. 

Soient  O  et  0'  les  centres  de  gravité  des  deux  systèmes,  dont  les 
points  seront  rapportés  respectivement  à  deux  trièdres  d'axes  de 
coordonnées  rectangulaires,  parallèles,  Oxyz.  O' x' y' z' ^  ayant  pour 
origines  O  et  O',  et  dont  les  axes  O^,  O' x'  coïncident  avec  00'.  Il 
sera  d'ailleurs  entendu  une  fois  pour  toutes  que  les  systèmes  d'axes 
de  coordonnées  rectilignes  dont  nous  ferons  usage,  soit  dans  le  plan, 
soit  dans  l'espace,  seront  toujours  rectangulaires. 

Soient  x^  y,  z  les  coordonnées  de  P;  x\  7',  z  celles  de  P';  /•  la 
distance  00'.  On  a 


en  faisant 


de  sorte  que 


PP'  ={r^x'  —  xy'^{y—yy'^+{z'—zy 

=  /-2  — 2Pr-HQ% 

V=x~x\ 

q^-=  (x - x'y--^  (y -yy-A- (z  -  z'y-; 


U  =  > (  I  —  -2 h  - 


On  sait  que  l'expression 

(  l  2  Oit 
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OÙ    t   est   une  quantité    réelle,    se    développe,    sous    les    conditions 
I  to  I  <^  I ,  I  ^1  ^  I ,  en  série  convergente  de  la  forme 

I  -i-  loXi-f-  W-X2-t-  0)3  X3  H-.  .  ., 

les  \n  étant  les  fonctions  de  t  connues  sous  le  nom  de  polynômes  de 
Le  gendre. 

L'application  de  la  formule  du  binôme  à  l'expression  considérée 
donne  immédiatement 

i  V^  1.3.5. .  .(2»  — I  )  /  w2\/^ 

-     '      ^  '  O)  ^  —  ' 


(l  —  '2  0)^  +  0)2)     2^i^V 


I  .A.  3 . .  .p         \  '1 

1 
et  par  suite 

1 . 3 . 5 . . .  (  '2  /i  —  I  ) 


X„  = 


1 . 2 . 3 . .    ri 

X 


r  n(n  —  I  )         ,        n(n  —  \)(n  —  2)(n  —  Z)        ,  1 

L  liin — i)  •i.^.{in — i){'i?i — 3)  •••J' 

de  sorte  qu'en  particulier 


Xi- 

^ 

X,=: 

3     „          I                  ^r            5,3 

-r-  — ,       X3=-^3  —  t 

35   , 

x.=  ^.^- 

4 

3 

„         63    „       35    ,       i5 

Ces    valeurs,   écrites  une    fois  pour  toutes,    nous    seront  plusieurs 
fois  utiles. 

Revenant  à  U,  on  voit  que  l'on  est  ramené  au  développement  pré- 
cédent en  faisant  uyz=z  —,  t=—;  les  conditions  de  convergence  sont 

vérifiées,  car  on  a  manifestement  P-^Q",  et  de  plus  Q  <^  r,  puisque 
les  dimensions  des  systèmes  sont  petites  par  rapport  à  leur  distance. 
On  peut  donc  écrire  U  sous  la  forme  d'une  série 


en  faisant 

et  généralement 


U  =z  Uo-f-  Ui+  U2+  U3-+-. . ., 


mm 


^n=jél^-^^^'^^"^n(~)', 


/P 


et  l'on  voit  que  Q"  X„  I  -^  j   est  un  polynôme  homogène  de  degré  n 
en  P  et  Q,  ne  contenant  que  les  puissances  paires  de  Q. 
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Désignons  par  M  et  M'  les  masses  totales  des  deux  systèmes,  et 
observons  que  si  c:;  et  o'  sont  deux  fonctions  quelconques  ne  dépen- 
dant respectivement  que  de  x,  y.,  z  et  x\  y\  z' ,  on  a 

^   '  />!  CD  i    >r    I       > 

rappelons  de  plus  que  O  et  O'  étant  les  centres  de   gravité  des  deux 
systèmes,  on  a  les  relations 


,  I  _i 


>    mx  =  y   m  V  ==   7    rnz  =   y    m  x  =  >    m  y  =   7    m  z  =  o. 
On  a  par  suite  immédiatement 

et  comme  le  coefficient  de  ^  dans  U,  est  N  m/Tz'P,  il  vient  ensuite 
Le  coefficient  de  •=-  dans  U.>  est 

c'est-à-dire,  en  n'écrivant  pas  les  termes  qui  conduisent  évidemment 
à  des  sommes  nulles, 

* 

Si  donc  G  et  G'  sont  les  moments  d'inertie  des  deux  systèmes  S  et  S^ 
par  rapport  à  leurs  centrés  de  gravité  O  et  O',  H  et  H'  leurs  moments 
d^inertie  par  rapport  à  la  droite  00'  qui  joint  ces  centres,  on  a 


ou  encore 

M 


Soient  encore  Ojî?,,   O^i,  0^3,    les  axes   principaux  d'inertie  du 
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système  S  par  rapport  à  son  centre  de  gravité  O,  et  appelons  comme 
d'habitude  A,  B,  C  les  moments  d'inertie  correspondants,  tandis 
que  a.  |j,  y  sont  les  cosinus  directeurs  de  00'  par  rapport  à  ces  nou- 
veaux axes;  et  introduisons  les  mêmes  notations  accentuées  relative- 
ment au  système  S' .  On  a 


G  =  -(AH-B-f-G),  H  =  Aa2-+-  B|32-hC 


*    ' 


n'oubliant  pas  que 

il  vient  pour  LU  cette  nouvelle  forme 

.)..(£^-H)..,(^-c)] 


ri 
fM 


B 

-^ 

G 

B' 

■À 

C 

G 

-+- 

A 

Si 

G' 

-4- 

A' 

OU  encore,  en  détruisant  la  symétrie  et  faisant  jouer  un  rôle  spécial 
aux  moments  G  et  C/, 

U.=        4^  [(2  G  —  A  — B  )(i-3yM4-3(B  — A  )fa2  —  82  )] 


/M 

4r 


+  4^?-  [(2G'-- A'-B')(r  — 3Y'2)-h3(B'— A'Ka'2_|î'2^]. 


On  peut  continuer  dans  la  même  voie  le  calcul  des  {]„;  mais  leurs 

expressions  se  compliquent  rapidement.  Il  nous  suffira  pour  l'instant 

f 
de  constater  d'une  façon  générale  que  le  coefficient  de  -^j  dans  Li„ 

est  une  somme  de  termes  de  la  forme  A  KK',  où  k  désigne  un  coeffi- 
cient numérique,  tandis  que  les  K  et  K'  sont  des  quantités  dépen- 
dant de  la  constitution  des  deux  systèmes,  et  telles  que  l'on  ait  par 
exemple 

K=^^mxPy'/z'\  ^' =  ^   m' x' p' y' l' z ''\ 

les  exposants/?,  q^  /',  />',  ry',  r'  étant  des  entiers  positifs  ou  nuls  dont 
la  somme  est  n. 

Ceci  subsiste  d'ailleurs  entièrement,  si  les  points  des,  deux  systèmes 
sont  rapportés  à  d'autres  axes  ayant  toujours  pour  origines  les  centres 
de  gravité  O  et  O',  les  coefficients  k  devenant  alors  des  fonctions  des 
cosinus  des  angles  que  font  les  nouveaux  axes  entre  eux  et  avec  00'. 
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3.  Le  point  important  est  de  pouvoir  estimer  l'ordre  de  grandeur 
relative  des  différents  termes  de  la  série  Uq  +  Uo  H-  U3  -h  .  .  . ,  qui 
représente  le  poteniiel  d'attraction  U.  Nous  savons  d'abord  que  les 
dimensions  des  systèmes  S  et  S' sont  petites  par  rapport  à  leur  dis- 
lance, c'est-à-dire,  suivant  le  langage  astronomique,  que  les  paral- 
laxes mutuelles  des    deux  systèmes  sont  petites,  et  il  est  évident  que 

le  quotient  j-^  est  de  l'ordre  n  par  rapport  à  ces  parallaxes. 

Mais  la  convergence  de  la  série  U  s'augmente  beaucoup  si  l'on  fait 
de  nouvelles  hypothèses,  généralement  voisines  de  la  réalité  quand 
les  systèmes  S  et  S'  représentent  des  corps  célestes.  En  premier  lieu, 
il  est  manifeste  que  les  U«  d'indice  impair  sont  nuls  si  les  systèmes 
sont  constitués  symétriquement  par  rapport  à  leurs  centres  de  gravité, 
car  alors  les  sommes  K  pour  lesquelles  />  +  ^  +  ''  est  un  nombre 
impair  sont  nulles  :  si  cette  condition,  sans  être  vérifiée  rigoureuse- 
ment, est  du  moins  près  de  l'être,  on  voit  que  les  U,i  d'indice  impair 
acquièrent  un  nouveau  facteur  très  petit. 

En  second  lieu,  il  est  bien  connu  que  si  les  systèmes  S  et  S' étaient 
constitués  par  des  couches  sphériques  homogènes,  la  fonction  U  se 
réduirait  à  son  premier  terme  Uq,  de  sorte  que  les  U„  s'annuleraient 
tous,  ainsi  qu'on  le  constate  immédiatement  sur  Uo,  qui  disparaît 
quand  on  a  A  1=  B  =  G,  A^  =  B'  =  G'.  Si  comme  la  précédente,  cette 
hypothèse,  sans  être  vérifiée  rigoureusement,  est  du  moins  près  de 
l'être,  nous  voyons  que  les  U„  d'indice  pair  acquièrent  eux-mêmes  un 
nouveau  facteur  petit,  qui  est  pour  Uo  par  exemple,  de  l'ordre  des 
différences  des  moments  d'inertie  pour  chaque  système. 

Ce  résultat  peut  être  précisé  davantage,  si  l'on  suppose  encore  que 
les  systèmes  S  et  S'  sont  constitués  par  des  couches  homogènes 
ellipsoïdales,  concentriques  et  coaxiales,  voisines  de  la  forme  sphé- 
rique  :  et  c'est  là  sans  doute,  au  moins  d'une  façon  très  approchée,  le 
cas  du  Soleil,  des  planètes  et  de  leurs  satellites,  ainsi  qu'il  résulte  de 
la  théorie  de  la  figure  des  corps  célestes.  Nous  allons  voir  en  effet  que, 

dans  ces  conditions,  les  U«  d'indice  pair  sont  de  l'ordre  -  par  rapport 

aux  excentricités  des  sections  principales  des  couches  ;  quant  aux  U« 
d'indice  impair,  ils  sont  nuls,  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut.  Ges 
résultats  seront  par  suite  très  voisins  de  la  réalité  quand  il  s'agira  des 
astres  réels  qui  viennent  d'être  cités. 

Pour  démontrer  la  proposition    relative    aux   Un    d'indice    pair, 
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observons  tout  d'abord  qu'il  suffit  de  considérer  le  cas  d'ellipsoïdes 
homogènes  :  car  si  elle  est  alors  vérifiée,  elle  restera  vraie  pour  deux 
couches  ellipsoïdales,  et  par  suite  pour  nos  deux  systèmes. 

Rapportons  les  ellipsoïdes  à  leurs  axes  de  symétrie  :  les  quantités  R 
etK'  envisagées  ci-dessus  sont  faciles  à  calculer.  Désignons  par  a,  6,  c 
les  demi-axes  de  S,  et  par  M  sa  masse  totale,  de  sorte  que  sa  densité 

3  M 
est  - — — r-;  les  mêmes  notations  accentuées  conviendront  au  second 
ixtiabc 

ellipsoïde  S'. 

Les  points  de  S  sont  représentés  par 

X  =■  a^  cos^  cosÀ, 
y  =1  b^  cos  ^  sinX, 

z  =^  co  sin  3, 


?, 


Tî    , 


C  variant  de  o  à  i ,  S  de ^  à  +  -  5  A  de  o  à  2-. 

^  ~  1  -1 

La  masse  m  de  la  molécule  correspondante  est  alors 

3M 


et  l'on  a 


a'^  co%^  do  d^dl, 

4Tt 


T'      V  3M       ,  /-^ 

K  =  >   mxP yiz'^=  -—  avh'W  j     p/^+'/+'-+2  de 

X   /         cos/'+'7+ipsin''p«?^ 

^ _  7t 
2 

^X    /        cos/^X  sin'7)v  <5?X, 

les  exposants/?,  ^,  r,  étant  nécessairement  tous  pairs,  si  K  n'est  pas 
nul. 

Les  formules  élémentaires  d'intégration  donrient 

..       .,       ,         [1.3.  5  .  .  .  (>  —  i)]  X  [1.3.  5  .  .  .  (  ûf  —  1)1  X  [i.  3.  5.  . .  <  r— I  )] 
K  =  M  av  bn  c'' —. — !— -^ — -! —» 

0.7.9..  -^ P  -r-  q  -h/'-h  3) 

les  produits  qui  prennent  une  forme  illusoire,  quand  l'un  des  nombres 
/),  cj^  r  ou  leur  somme  s'annule,  étant  remplacés  par  l'unité. 

On  voit  par  là  que,  si  n  est  pair,  L„  se  présente  sous  la  forme  d'un 

polynôme  homogène  de  degré  -  par  rapport  à  a-,  6-,  c-,  a  -,  6'-,  c  -, 
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les  coefficients  de  ce  polynôme  dépendant  des  cosinus  des  angles  que 
font  entre  eux  et  avec  00'  les  axes  des  deux  ellipsoïdes  :  ce  résultat 
était  d'ailleurs  intuitif,  et  ce  qui  précède  ne  sert  qu'à  le  préciser. 

D'autre  part,  on  démontre  directement  de  la  façon  la  plus  simple, 
dans  la  théorie  classique  du  potentiel  newtonien,  que  le  potentiel 
d'attraction  entre  un  ellipsoïde  tel  que  S  et  un  point  extérieur  de 
masse  m'  dont  les  coordonnées  sont  ^,  y^,  ^  par  rapport  aux  axes  prin- 
cipaux de  l'ellipsoïde,  est  égal  à 

-  fm'M.  I       (I—    -^ — ^  —  7— ' — r- ^^-  > 

4  Jx^     \  «•^-+-X  62-hX  c2-+- a/    ^(^2  +  X)(6--!  +  X)(c2-i-X) 

en  désignant  par  Ao  1^^  racine  positive  unique  de  l'équation 

^  'i  '•5  

rt^-f-X        62-+- X        C'-hX" 

Cette  expression,  considérée  comme  fonction  de  a-,  />-,  c-,  ne 
change  évidemment  pas  quand  on  augmente  a-,  6-,  c-  d'une  même 
quantité,  et  par  suite  ne  dépend  que  des  différences  a- —  />-,  a-  —  c-, 
par  exemple.  C'est  le  théorème  démontré  pour  la  première  fois  par 
Laplace  dans  toute  sa  généralité  :  deux  ellipsoïdes  homogènes  homo- 
focaux  exercent  sur  un  point  qui  leur  est  extérieur  à  tous  deux  des 
attractions  de  même  direction,  proportionnelles  à  leurs  masses.  Il  est 
clair  alors  que  le  potentiel  d'attraction  de  deux  ellipsoïdes  homogènes, 
considéré  comme  fonction  des  carrés  de  leurs  demi-axes,  a-,  6-,  c-, 
a'^,  6'-,  c'-,  ne  dépend  que  des  différences  a- — ^-,  a- — c-ya'- — 6'-, 
a- —  c-,  par  exemple,  de  sorte  que  la  fonction  U„  que  nous  étudions 

est  un  polynôme  homogène  de  degré  -  par  rapport  à  ces  différences; 

ce  qui  démontre  la  proposition  annoncée. 


4.  Nous  pouvons  maintenant  aborder  la  mise  en  équations  et  la 
réduction  des  problèmes  généraux  de  la  Mécanique  céleste. 

Envisageons  l'Univers  comme  formé  par  le  Soleil,  constituant  un 
système  Sq,  et  par  les  planètes,  les  comètes  et  les  étoiles,  constituant 
des  systèmes  S^,  S^,  ...  ;  nous  convenons  ici.  d'ailleurs,  de  joindre 
à  chaque  planète  ses  satellites,  si  elle  en  a. 

En  désignant  généralement  par  S/,  Sy,  ...  les  systèmes  précédents, 
sans  distinction,  soient  M;  le  centre  de  gravité  de  S/,  nii  sa  masse 
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totale;  appelons  X/,  \/,  Li  les  coordonnées  de  M/  par  rapport  à  des 
axes  quelconques  fixes  dans  l'espace,  fmimj\]ij  le  potentiel  d'attrac- 
tion des  deux  systèmes  S^,  Sy,  et  A/y  la  distance  M ^My  de  leurs  centres 
de  gravité.  On  a 


A/y  =  (  X,—  Xj  )2  +  (  Y,  -  Xj  )2  +  (  Z,—  Zj  )\ 

et  la  fonction  U/y  s'exprime  à  l'aide  des  différences  de  coordonnées 
X/ — \y,  \/ — Yy,  Z/ — Zy.  en  même  temps  qu'à  l'aide  d'autres 
variables  qui  ne  font  que  déterminer  à  chaque  instant  la  constitution 
des  systèmes  S/,  Sy. 

Pour  préciser,  nommons  X/,  ]Xi^  v/,  V- ,  ]x-^  v'. ,  )!.'■ ,  ]x'- ,  v".  les  cosinus 
directeurs  relativement  aux  axes  fixes  des  axes  d'inertie  principaux 
de  Si  ;  et  A/,  B^,  G/ les  moments  d'inertie  correspondants,  générale- 
ment variables  avec  le  temps.  En  se  limitant  aux  premiers  termes  cal- 
culés précédemment  de  U/y,  on  pourra  écrire 

^/y=  T^+Kf  +  Kj, 
où  l'on  fait,  pour  abréger, 

Ki  =       B,-f-C,-2A,  ^^^.^x,—  X;)  +  M\i-  \j)  +  v,(Z,—  Zj)Y 

■      ^'"^  ^'~  ^^'  [XKX,-  \j)  +  ÎJt;(  Y,-  Yy  )  +  V^(Z,-  Zy)]2 


inii^^f 


^''^^'\,''^'  [XKX.—  Xy)  +  f.';(  Y,-  Yy)  +  VKZ,—  Zy 


irrii^Jj 


)P 


Les  principes  élémentaires  de  la  Mécanique  nous  donnent  comme 
équations  du  mouvement  de  M/,  en  appelant  t  le  temps. 


,>vu. 


7 


nous  nous  bornons,  ici  comme  dans  la  suite,  à  écrire  l'équation  rela- 
tive au  mouvement  projeté  sur  l'axe  des  x^  et  la  sommation  est  étendue, 
comme  il  est  indiqué,  à  tous  les  indices  y  autres  que  i. 

Nous  pouvons  donc  dire  encore  que  le  mouvement  de  M/  est  celui 
d'un  point  matériel  libre,  sous  l'action  d'une  fonction  de  forces  égale 

à  2,  /"^j^'iji  1^  masse  de  ce  point  étant  supposée  égale  à  l'unité  :  cette 
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dernière  hypothèse  sera  toujours  conservée  dans  la  suite,  quand  nous 
parlerons  du  mouvement  d'un  point  matériel,  à  moins  d'indication 
contraire. 

Ce  qui  nous  intéresse,   c'est  uniquement  le  mouvement  relatif  des 
planètes  et  des  comètes  par  rapport  au  Soleil.  Faisons  donc 


X;,— Xo^^/„         Y/,— Yo=jK^,         Z 


p 


de  sorte  que  x^^  fp,  Zp  sont  les  coordonnées  relatives  de  M^^  par  rap- 
port au  Soleil  Mo  (si  l'on  confond  dans  le  langage  le  Soleil  avec  son 
centre  de  gravité),  les  axes  ayant  des  directions  fixes  dans  l'espace. 

Substituant  les  Xp^  Yp,  Zp  aux  X^,  Y^,,  Z^r,,  il  est  bien  clair  que, 
d'après  la  composition  des  L,y,  les  coordonnées  Xq,  \q,  \o  se  trou- 
veront éliminées,  elles  aussi,  puisque  X^  —  X^  par  exemple  ne  diffère 
pas  de  Xp  —  Xq. 

Nous  ferons  encore,  pour  correspondre  aux  nouvelles  coordon- 
nées, 

^P^  '1  COSiJy^^=  X  pXq-\-  y  pV  q-r-  Z  pZq., 

de  sorte  que  Vp  est  la  distance  MoMy,,  et  que  H^^  est  l'angle  des  vec- 
teurs Mo  M^,  Mo  M^. 
On  a 

r,  il  est  manifeste  que 


p^ 


o 


àUon 
ôXp 

àUop  _  dVnp            dVpq  _ 
OXq          ÔXp  '           ÔXp 

_    àllpq 

âXp 

de  même 

à\}(iq    _    dX^Qq 
ôXo     ~     àXq 

et  comme  cette  quantité  est  indépendante  de  Xp.yp^  Zp,  rien  n'em- 
pêche de  l'écrire  sous  la  forme 

—  (a,    ^.}hl  ^        ^^+z    ^^ 

ÔXp   \      ''    ÔXq  -^ ''    âXq  ''     OZq 

On  voit  par  là  que  le  mouvement  relatif  de  My,  par  rapport  au 
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Soleil  Mq  est  celui  d'un  point  matériel,  sous  l'action  d'une  fonction  de 
forces 

n 

les  fonctions  telles  que  Uo/>  et  U^^  ne  dépendent  que  des  coordonnées 
relatives  Xp^  yp^  Zp^  Xq^  jq^  Zq^  ...  et  des  paramètres  qui  déterminent 
à  chaque  instant  la  constitution  des  systèmes  So,  Sy,,  S^,  .... 

Examinons  de  plus  près  cette  fonction  U^  et  les  réductions  qu'elle 
subit  quand  on  lient  compte  des  conditions  réelles  du  problème,  en 
supposant,  tout  d'abord,  que  M^  est  une  planète  ou  une  comète. 

En  raison  de  la  petitesse  des  parallaxes  mutuelles  des  systèmes  ici 

envisagés, le  terme  principal  de  Uo^  est  ' ^^ —',  nous  l'appellerons 

le  premier  terme  de  U^,  et  nous  allons  supprimer  dans  cette  fonction 
les  termes  qui  sont  extrêmement  petits  par  rapport  au  premier.  Cette 
façon  de  procéder  est  tout  aussi  légitime  que  les  hypothèses  qui  nous 
ont  permis  de  traiter  le  problème,  en  laissant  systématiquement  de 
côté  toutes  les  actions  que  nous  ignorons  ou  que  nous  ne  pouvons 
soumettre  à  une  analyse  suffisamment  sûre. 

Les  masses  des  petites  planètes  et  des  comètes  sont  absolument  né- 
gligeables devant  celle  du  Soleil  ;  par  suite  ces  astres  restent  sans  action 
sensible.  Nous  allons  voir  qu'il  en  est  de  même  pour  les  étoiles,  en 
raison,  cette  fois,  de  la  grandeur  de  leurs  distances  au  Soleil. 

Supposons  en  effet  que  M^  soit  une  étoile,  et  réduisons  d'abord  les 

fonctions  U^,^  et  U^y  à  leurs  premiers  termes  —  ?  —  • 
On  a 

^Iq  =i^p—  ^q  y  +  Kjp  —  yq  Y  +  (  ^p  —  ^q  Y 


=  r^f —  2  /-q Vp  cos  Wpq  +  r'I, 


€t  par  suite 


PI 


I        /  '>  TT  ''A 

=    —       I  —  2  -^  COS  Unn  -\ z 

rq\  rq  '^^       r,// 


développant  comme  au  n*^  2  suivant  les  puissances  du  rapport  très 
petit  —  7  il  vient 


\}pq  =    —    4-   -^'  COS  Yipq  H ^  (  3  COS'-i  Wpq  —  I  ; 

f  q  r~i  1 V q 
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d'autre  part,  on  a 


^  g  I    ^(i_ 


d'oii 


dXfj        -^  '    dycj  ^   dZ(j 


pq- 


<l 


La  partie  de  \} p  qui  correspond  à  l'action  de  M^  est  donc,  aprè."> 
suppression  du  terme  en  —  5  qui  est  indépendant  de  Xp.  y p,  Zp^  et 
par  suite  ne  peut  rien  donner  dans  les  équations  du  mouvement. 


>^7[^3(3c«s2H,,,,-,)+...] 


comme  la  masse  îUp  est  petite  relativement  à  mo,  on  voit  que  le 
rapport  de  cette  partie  de  U^  au  premier  terme  a  pour  valeur  absolue 
maxima,  d'une  façon  au  moins  très  approchée. 


D'après  ce  que  nous  savons  sur  les  parallaxes  des  étoiles,  il  faudrait^ 
suivant  le  mot  de  Laplace,  attribuer  à  la  masse  lUq  une  valeur  entière- 
ment invraisemblable  pour  que  ce  rapport  pût  cesser  d'être  absolu- 
ment insensible. 

Si  maintenant  on  envisageait  les  valeurs  complètes  de  Ur,^  et  Uq^, 
on  verrait  immédiatement  que  le  rapport  des  termes  complémentaires 
de  \] p  au  premier  terme  de  cette  fonction  est  au  moins  de  l'ordre  du 

produit  de  — ^  —  par  le  carré  du  rapport  des  parallaxes  mutuelles  des 

deux  systèmes  S^  et  S^,  ou  bien  Sq  et  Sy  :  il  est  donc  encore  absolu- 
ment insensible. 

Concluons  en  résumé  que  dans  la  fonction  U^  qui  détermine  le 
mouvement  relatif  d'une  planète  ou  comète  M^,  par  rapport  au  Soleil 
Mo,  la  sommation  ne  doit  être  étendue  qu'aux  indices  q  qui  corres- 
pondent à  toutes  les  grosses  planètes;  bien  entendu,  il  faut  exclure/) 
de  cette  sommation,  si  My,  est  une  grosse  planète,  et  dans  le  cas  con- 
traire, on  doit  prendre  m^  =  o. 

Un  calcul  déjà  fait  montre  alors  que  si  l'on  réduit  les  fonctions  Uo/>, 
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Uoy,  Upq  à  leurs  termes  principaux,  on  a 


i 


n 
avec 

Il  nous  reste  à  chercher  quelle  peut  être  l'influence  des  termes  qui 
complètent  les  fonctions  Ùo/?,  ^pq-  Examinons  d'abord  K^  :  le  rap- 
port de  ce  terme  à  —  est  de  l'ordre  du  carré  du  diamètre  apparent  du 

Soleil,  vu  de  M^,,  et  admet  en  outre  un  facteur  de  l'ordre  des  diff'é- 
rences  mutuelles  des  moments  d'inertie  du  Soleil,  ou,  comme  on  dit 
habituellement,  de  l'ordre  de  l'ellipticité  du  Soleil;  il  est  par  suite 
très  petit,  et  l'influence  de  K'^  ne  pourrait  peut-être  devenir  sensible 
que  pour  les  planètes  M^^  les  plus  rapprochées  du  Soleil.  Mais  comme 
Fellipticité  de  cet  astre  paraît  inappréciable,  nous  devons  encore 
laisser  de  côté  KjJ. 

On  doit  évidemment  dire  la  même  chose  de  KJ^  ou  de  KJ^,  si  la 
planète  M^,  n'a  pas  de  satellites,  en  tenant  compte  cette  fois  non  pas 
tant  de  la  petitesse  de  l'ellipticité  de  la  planète  que  de  celle  de  ses 
dimensions;  dans  le  cas  contraire,  un  examen  plus  attentif  est  néces- 
saire. 

La  planète  M^^  ayant  des  satellites,  désignons  par  JVL  et  m  le 
centre  de  gravité  et  la  masse  de  la  planète  elle-même;  par  M  .,  M  ,  ..., 
m^,  ,  7?2^^,  ...  les  centres  de  gravité  et  les  masses  des  différents  satel- 
lites; on  a  par  suite 

nip=  nip^  -f-  nip^  -f-  îUp,  -\- 

On  peut  écrire  évidemment 

rup^  Jiip^  nip^ 

nip       '"        nip       "        nip       ' - 

puisque  le  potentiel  d'attraction  entre  les  systèmes  So  et  S^  est  la 
somme  des  potentiels  d'attraction  entre  So  et  les  différents  systèmes 
partiels  qui  composent  S^. 

Les  fonctions  Uq,^^,  Uq^,,  Uo^,^,  . .  .  peuvent  être  réduites  certaine- 
ment à  leurs  premiers  termes,  d'après  ce  qui  précède,  puisque,  ici 
encore,  la  petitesse  des  ellipticités  et  des  dimensions  des  corps  célestes 
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vient  détruire  l'influence  des  termes  complémentaires  ;  et  par  suite 

nip^      I  nip^      I  îiip,      I 


Uo;j  — 


nip    Aopo        fnp   Ao/,,        7?ip   Aq;,, 


Soient  i^^,  -/i^^,  Ç^,^,  ^^^^,  7^^^,  :;^^^,  ...  les  coordonnées  de  M^,^,  M,,_.  . . . 
par  rapport  à  M^,  centre  de  gravité  du  système,  de  sorte  que 


"^Po  ^po  -^  '"/',  ^/'.  -^  "^Pi  Ç/'.  4- . . .  =  o  ; 


on  a 


Al„=/.„-"^<^         ""''^ 


développant  alors  comme  au  n*^  2  suivant  les  puissances  des  rapports 
toujours  fort  petits  tels  que  -^,  on  voit  immédiatement  que  Uo»  ne 
diffère  de  —  que  par  des  termes  qui  sont  au  moins  du  second  ordre 

relativement  à  ces  quantités,  et  qui,  en  outre,  renferment  un  facteur 
de  l'ordre  du  rapport  de  la  masse  d'un  satellite  à  la  masse  de  la 
planète.  Il  en  résulte  que  la  fonction  Uq/,,  qui  figure  dans  U^,  peut 

encore  se  réduire  à  son  premier  terme  — >  sauf  peut-être  s'il  s'agit  de 

la  Terre,  le  rapport  de  la  masse  de  la  Lune  à  celle  de  la  Terre  n'étant 
pas  très  petit.  Cette  conclusion  reste  vraie  dans  le  cas  de  Saturne,  si 
l'on  considère  l'anneau  comme  formé  par  la  réunion  d'un  très  grand 
nombre  de  satellites,  parce  que  la  masse  totale  de  cet  anneau  est  très 
petite  par  rapport  à  celle  de  la  planète. 

Quant  aux  fonctions  U^^  et  Uoy  qui  paraissent  encore  dans  U^,  les 
mêmes  considérations  montrent  qu'on  peut  certainement  les  réduire 
toujours  de  la  même  façon  à  leurs  premiers  termes,  puisqu'elles  sont 
toujours  accompagnées  du  petit  facteur  mq. 

Finalement,  nous  voyons  que  le  seul  cas  où  la  fonction  de 
forces  Uy,,  telle  que  nous  l'avons  écrite  en  dernier  lieu,  doit  être 
affectée  d'un  terme  complémentaire,  est  celui  où  M^  est  le  centre  de 
gravité  du  système  formé  par  la  Terre  et  la  Lune.  Pour  calculer  ce 
terme  complémentaire,  nous  allons  profiter  de  la  circonstance  que  la 
Lune  est  satellite  unique. 

Appelons  alors  x^^^y^^^  z^^  les  coordonnées  relatives  de  la  Lune, 
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c'est-à-dire  plus  exactement  de  son  centre  de  gravité  M^^^,  par  rapport 
à  la  Terre  ;  on  aura 


m 


/'« 


m, 


de  sorte  qu'en  appelant  r^,^  la  distance  M^,^M^,^  de  la  Terre  à  la  Lune, 
et  H^,^^  l'angle  des  vecteurs  MqM^  et  M^^M  ou  M^M  ,  on  peut 
écrire 


Uo/>  =  — \—-l— ^  COS  II,,/,,  H T   -T  ) 

jUp    rp\  nip    i-p  "  nij,    rj,  J 

(    l  -i-  2 COS  H,,„,  H — :r  ; 

\  mp    l'p  "'        m.-    rj,  / 


nin    r 


'P    '  P 
développant   comme   au   n"  2,   il  vient,   en  réduisant  le    coefficient 

,.2 

de  -4^, 


r 


m; 


et  le  terme  complémentaire  très  petit  de  U^  est  finalement,  en  n'allant 
pas  plus  loin  dans  ce  développement, 

(  niQ  -I-  m  p)  nip^  />?,,,   rf,/Z        .  „  i  \ 

^ l^i. 7^(r^^^*^^'"-^j- 

o.  Déterminons  maintenant  les  mouvements  relatifs  des  satellites 
d'une  planète  M^  par  rapport  à  cette  planète. 

Gomme  ci-dessus,   nous  désignons  par  M„    et   m,,    le    centre    de 

'  o  X  /'o  Po 

gravité  et  la  masse  de  la  planète  elle-même;  par  M^,,  M^^,  ...,  /w^^ 
m^,^,  ...  les  centres  de  gravité  et  les  masses  de  ses  difierents  satel- 
lites; de  plus,  par  ^  ,  j-  ,  :;  ,  . . .  les  coordonnées  relatives,  comptées 
toujours  parallèlement  aux  axes  fixes,  de  M  ,  ...  par  rapport  à  la 
planète  elle-même  M    . 

En  désignant  toujours  par  X/,  Y/,  Z/  les  coordonnées  absolues  d'un 
point  quelconque  Mj  par  rapport  aux  axes  fixes,  on  a 


fPxp^        d^^p^        d^^ 


Po 


df^  dr^  dp 

ô 


=       -rT—  ''AV'o  U/v'.  -H  fnip,  l^p,,,,-^fmo Uo/,.  +/mr/  IJp.q ) 


0 


-—-  (fnip^  Vp^p^  +  fmp^  U/,„/,., -^fnio  V^p,  ^fniq \^p,q)  \ 

^'^Po 
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dans  cette  formule  les  sommations  par  rapport  aux  indices /?o,  p^,  . .. 
d'une  part,  et  par  rapport  aux  indices  q  d'autre  part,  sont  sous- 
entendues. 

Laissant  de  côté  les  paramètres  qui  fixent  la  constitution  des  diffé- 
rents systèmes  envisagés,  nous  voyons  d'abord  que  U„  „  ,   U 
sont  des  fonctions  des  différences  de  coordonnées   X,  —X 
V~  V-    •••   égales  respectivement  à  x^^,  ...,  ^^^,  ...;   de  même 
^^p,P,  est  fonction  des  différences  X^,^—  X^^,  ...  égales  à  x^,^—Xj,^,  .... 

D'après  les  propriétés  du  centre  de  gravité,  on  a 

ftip  Xp  ==  m,,^  Xp^  -^rripj  X,,^  -h  ^/.,  )  -f-  m,,^  (  X^^  +  ^r^  J  + .  .  . , 
d'où 

en  désignant  pour  abréger  par  {jl^,^,  ...  les  rapports  ^S 

La  fonction  Uo,,^  dépend  des  différences  X^,^—  Xq,  ...  égales  à 

et  ceci  nous  montre  en  passant  comment  on  peut  calculer  immédia- 
tement les  coordonnées  relatives  de  la  planète  M  elle-même  par 
rapport  au  Soleil;  Uo^^  dépend  des  différences  X    —  Xo,  .. .  égales  à 

oc p  H-  (I       [-«■/>,  )  oL'p^       [J-p^  ocp^      ...  ; 

de  même  enfin  les  fonctions  U^^^,  U^^^  dépendent  respectivement  des 
différences  X    —  X^,  .  .  . ,  ou  X^^ —  X^,  .  .  . ,  égales  à 

4 

Xp         X(i  \X,p^  Xp^  \S,p^^  Xp^        .  .  .  , 

ou  bien  à 

Xp  Xq  +  (  I  \^p\  )  ^ P\  V-Pi'^Pi         •  •  •  • 

Il  résulte  immédiatement  de  ces  remarques  que  le  mouvement  relatif 
du  satellite  M  par  rapport  à  la  planète  M^,^  est  déterminé  par  une 
fonction  de  forces 

f        /tt       ^        ^^'^^/>o/>^  ^        <^Uw>.  ^  ,     ^U/v'A 
+  /-/.  (U/.,.+  -,,.  -^  +7,.  -^  +  ^P.  -^) 

les  sommations  étant  toujours  sous-entendues. 
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Si  Ion  réduit  d'abord  les  différentes  fonctions  U/y  qui  figurent 
dans  cette  expression  à  leurs  parties  principales  -r— '  1^  premier 
terme  de  L^,^  est 

En   appelant   /„  ,    /„  ,    ...    les   distances    M„  M„  ,    M„  M„  ,    ...    et 

I  r  /'i'         Z'-j"  •  Pn       A'i  Po       Pi' 

H,,  „  ,    ...    les  anoles  des  vecteurs  M„  M„    et  M,,  M„  ,   ....  la  partie 

P\Pi'  D  P»       Pi  Po       Pi'  '  l 

de  IJf,^  qui  provient  de  l'action  du  satellite  M      est,  en  répétant  un 
calcul  déjà  fait, 

avec 

^J'.P.  =  f'h—  '>■  O'i  '>.  ^'^s  H,,./,^  +  rj,^^. 

Considérons   maintenant   la   partie   qui    provient    de    l'action    du 

Soleil  Mo,  soit 

fniQ     _i //»o      I 

pour  simplifier  le  calcul,  introduisons  un  point  fictif  M  .,  de  coor- 
données relatives  x^,^  y^,,  z^,^  par  rapport  à  M,,,  telles  que 

et  appelons  /'^,  la  distance  MqM^,,  H  ^     l'angle  des  vecteurs  M^M^ 
et  M^,^M^j  .  L'expression  à  calculer  devient 


V-p. 
fmo 


(  rfr—  -2  a,,^ rpT^^  cos  H,,,,,  -f-  [if,^ r^.  )   "^  ; 


on  peut  développer  comme  au  n"  2,  en  se  servant  des  polynômes  de 

Legendre,  et  après  suppression  des  termes  en  —  qui  sont  indépen- 

dants  de  ^,  ,  j>^   ,  z-.,^,  nous  obtenons  pour  la  partie  de  U^,^  qui  corres- 
pond à  l'action  du  Soleil,  l'expression 
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le  premier  terme  de  ce  développement,  soit 

en  est  aussi  le  plus  important;  son  rapport  au  premier  terme  de  U„ 
est  au  plus  égal,  d'une  façon  très  approchée,  à    . 

cette   quantité   est  toujours  petite,   bien   que  soit  grand,  parce 


Po 


que  -^  est  petit,  et  y  figure  au  cube. 

Dans  le  cas  de  la  Lune,  satellite  unique,  les  quantités  u.  ,  a  ,  . . . 
n'existent  pas,  de  sorte  que  M^,,  coïncide  avec  My,  :  l'indice />'  doit 
être  partout  remplacé  par/>  dans  ce  qui  précède. 

Dans  le  cas  d'un  autre  satellite,  les  quantités  [x^  ,  a  ,  . . .  existent 
plus  ou  moins  nombreuses,  mais  sont  toujours  très  petites;  elles  ne 
figurent  d'ailljeurs  dans  les  formules  qu'accompagnées  de  facteurs  de 

l'ordre  de  —S  -^p  •    -i  ainsi  qu'il  résulte  de  la  définition  de  M„,.  On 

^P      ^p  ^  ^  ' 

voit  par  suite  que  l'on  pourra  encore  dans  ce  cas  substituer  simple- 
ment l'indice  p  à  l'indice  /?'  dans  l'expression  générale  ci-dessus,  et 
de  plus  négliger  ^  dans  les  coefficients  :  l'erreur  ainsi  commise  sera 
tout  à  fait  insensible. 

Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  peut  être  répété  sur  la  partie 
de  U.,^  due  à  l'action  du  système  S^  :  il  suffit  de  remplacer  rriQ  par  lUq, 
puis,  se  servant  du  même  point  fictif  M^,,  de  mettre  A^,r  à  la  place 
de  /' ',  et  à  la  place  de  H  '  Fangle  Q»/^,  que  font  entre  eux  les  vec- 
teurs MyM  ,  et  M„  M    •  finalement  on  confondra  l'indice  p'  avec  p. 

Il  est  clair  que,  comme  au  paragraphe  précédent,  l'indice  q  ne 
devra  correspondre  qu'aux  grosses  planètes  autres  que  M^. 

On  verra  encore  de  la  même  façon  qu'il  ne  peut  y  avoir  lieu  de 
tenir  compte  des  parties  négligées  jusqu'ici  dans  les  fonctions  iJ/y  que 
dans  le  premier  terme  y(/?io-|-w„J  U  n^  de  U.,j  et  pour  les  raisons 
développées  au  n'^  3,  il  suffît  de  se  borner  aux  termes  Kjjj  et  Kp^ 

Relativement  à  ce  dernier,  il  est  toujours  négligeable,  en  raison 
des  dimensions  des  satellites,  sauf  peut-être  dans  le  cas  de  la  Lune. 
Quant  à  Kj^j,  il  faut  toujours  en  tenir  compte  :  on  regardera  alors  les 
moments  d'inertie  A„  ,  B,,  ,  G„  comme  constants,  et  l'on  fera  de  même 

Po>        Po'         Po  ' 

pour  K^«  dans  le  cas  de  la  Lune. 
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Quand  il  s'agit  d'un  satellite  de  Saturne,  on  regarde  l'anneau 
comme  formant  avec  la  planète  un  seul  système  S^j  dans  ce  cas,  il 
peut   paraître   insuffisant   de   limiter   la    fonction    U    ^^    aux   termes 

^^?o'  surtout  quand  il  s'agit  d'un  satellite  rapproché,  puisque 

l'on  ne  peut  plus  invoquer  la  faiblesse  de  l'ellipticité  du  système  S„^ 
pour  affirmer  la  convergence  de  la  série  qui  représente  U^>„;;,-  Cepen- 
dant, celte  approximation  est  suffisante,  en  raison  de  la  petitesse  de 
la  masse  de  l'anneau  par  rapport  à  celle  de  la  planète,  et  plus  encore 
peut-être  en  raison  du  peu  de  précision  que  l'on  peut  alors  atteindre 
dans  les  observations. 

Résumant  maintenant  tout  ce  qui  précède,  nous  sommes  amenés  à 
distinguer   très    nettement   le    cas   de   la   Lune    de    celui  des  autres 
satellites;  d'autant  plus  que,  dans  ce  dernier  cas,  on  peut  sans  aucun» 
inconvénient  ne   conserver   que   le    premier    terme   de   l'action   du 
Soleil  et  laisser  de  côté  l'action  des  planètes. 

Dans  le  cas  de  la  Lune,  on  doit,  puisque  la  somme  rrip^-^- m^,^  est 
égale  à  m^,,  prendre  comme  fonction  de  forces  déterminant  son  mou- 
vement relatif  par  rapport  à  la  Terre  : 

\'f>i  ' 

-/'"«it-')"(S)""*-(ï)""']#r^^»(cosH„„) 

2 

•2 

les  séries  devront  être  limitées  aux  termes  utiles;  l'indice  q  se  rap- 
porte aux  diverses  grosses  planètes.  On  a  désigné  par  r  la  distance 
de  la  Terre  à  la  Lune,  par  Vp  et  A^^  les  distances  MqM^  et  MqM^; 
par  H„^,^  et  Q^^^  les  angles  du  vecteur  M^^M^,^  avec  les  vecteurs  MqM^ 
et  M^^M^;  etc. 

Dans  le  cas  d'un  autre  satellite,  son  mouvement  relatif  par  rapport 
à  la  planète  dont  il  dépend,  est  déterminé  par  la  fonction  de  forces 


U/,.-/(m,,„+m;,.)(^+K^i) 


f^pA-\ T^osH/,,^  1  -+-/wo  — r(3  cos^H,,/,,-  I); 

V./'i      0^2  J  ^^p 
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l'indice  /?2  se  rapporte  aux  divers  autres  satellites  de  la  même  planète  ; 
A,,  „  est  la  distance  M„  M„  ;  H„  „  est  l'angle  des  vecteurs  M„  M„  et 

/'l/'2  Pi  Pi  7  PiPi  O  /'O  Pi 

M„  M  •  etc.  On  pourrait  d'ailleurs  compléter  aisément  l'expression 
de  U,,^  en  tenant  compte  des  termes  précédemment  calculés  et  laissés 
ici  de  côté. 

6.  Le  dernier  problème  qui  doit  nous  occuper  est  celui  du  mou- 
vemeint  de  rotation  des  corps  célestes  sur  eux-mêmes,  autour  de  leurs 
centres  de  gravité.  L'observation  nous  montre  que  ces  mouvements 
se  présentent  comme  peu  différents  d'une  rotation  uniforme  perma- 
nente autour  d'un  axe  d'inertie  principal  qui  garde  une  direction 
fixe  dans  l'espace,  et  il  est  difficile  de  chercher  une  plus  grande 
précision  en  dehors  des  cas  qui  nous  sont  immédiatement  accessibles, 
"c'est-à-dire  ceux  de  la  Terre  et  de  la  Lune,  et,  dans  une  certaine 
mesure,  de  Jupiter  et  de  Mars.  Pour  les  autres  astres,  nous  nous 
contenterons  de  l'approximation  précédente,  et,  en  particulier,  nous 
regarderons  l'ensemble  de  Saturne  et  de  son  anneau  comme  tournant 
d'une  seule  pièce  autour  d'un  axe  de  direction  fixe,  le  plan  de 
l'anneau  ne  paraissant  pas  s'écarter  du  plan  de  l'équateur  de  la 
planète. 

Quant  aux  corps  dont  nous  nous  proposons  d'étudier  le  mouve- 
ment autour  de  leurs  centres  de  gravité,  nous  les  assimilerons  à  des 
corps  solides.  C'est  une  hypothèse  évidemment  inexacte  de  bien  des 
façons;  cependant  elle  conduit  à  des  résultats  qui  ne  subissent  aucune 
altération  essentielle  quand  on  se  rapproche  davantage  de  la  réalité, 
ainsi  que  le  montre  une  analyse  plus  approfondie  qui  ne'saurait  être 
séparée  de  l'étude  de  la  figure  et  de  la  constitution  même  des  corps 
célestes,  et  que  par  suite  nous  devons  exclure  ici. 

Reprenant  alors  les  notations  générales  définies  au  début  du  n°  4-, 
nous  supposons  maintenant  que  M^  et  My  sont  les  centres  de  gravité 
non  plus  de  deux  systèmes,  mais  de  deux  corps  célestes  Sf,  Sy. 
L'orientation  du  corps  Si  est  définie  par  trois  paramètres  cp^,  <{;/,  o)/ 
qui  sont  par  exemple  les  angles  d'Euler  fixant  les  directions  de  ses 
axes  principaux  d'inertie  ;  de  sorte  que  les  cosinus  directeurs  de  ces 
axes,  \i,  [JL/,  Vi',  ...  sont  des  fonctions  bien  connues  de  ces  paramètres. 

Le  mouvement  de  S/  autour  de  son  centre  de  gravité  est  celui  d'un 
corps  solide  autour  d'un  point  fixe,  et  la  fonction  de  forces  qui  déter- 
mine ce  mouvement  n'est  autre  que  la  somme  des  potentiels  d'attrac- 
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tion  entre  S/  et  les  autres  corps  Sy,  soit 

fmi^nijVij; 

mais  l'on  ne  doit  garder  dans  cette  fonction  que  les  termes  qui 
dépendent  explicitement  de  cp/,  '}/,  w/,  quand  on  Texprime  générale- 
ment à  l'aide  des  coordonnées  absolues  des  points  M^,  My,  ...  et  des 
paramètres  d'orientation  de  S/,  Sy,  ...  ;  de  plus,  il  est  suffisant,  pour 
les  raisons  expliquées  au  n^  3,  de  réduire  les  fonctions  U/y  aux 
termes  calculés  explicitement;  la  fonction  de  forces  considérée  se 
réduit  donc  à 

i 

Mettant  en  évidence  le  rôle  spécial  que  joue  le  moment  désigné 
généralement  par  C/,  et  le  fait  que  la  différence  B^ — A^  est  ordinaire- 
ment négligeable,  nous  écrirons,  d'après  le  n"  2, 

V,=:/2r^[(2G,— A,— B,)(i-3yn  +  3(B,-A,)(af-PJ)], 


4A 


en  désignant  par  a^,  j^^,  v/  les  cosinus  des  angles  que  fait  le  vec- 
teur M/ M/  avec  les  axes  principaux  d'inertie  correspondant  respecti- 
vement à  Ai,  B/,  Cf. 

Dans  \  j,  la  sommation  devra  être  limitée  aux  corps  susceptibles 
d'exercer  une  influence  sensible  :  on  peut  juger  de  cette  influence  en 
comparant  les  termes  correspondants  de  V/  à  la  demi-force  vive  du 
corps  S,,  qui  est  d'une  façon  approchée,  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus 
haut,  la  moitié  du  produit  de  G/,  par  exemple,  par  le  carré  de  la 
vitesse  angulaire  de  rotation.  On  reconnaît  ainsi  que  dans  le  cas  de 
Terre,  il  faut  prendre  pour  Sy  le  Soleil  et  la  Lune;  dans  le  cas  de  la 
Lune,  il  faut  prendre  pour  Sy  la  Terre  et  peut-être  le  Soleil;  pour 
Jupiter,  les  Sy  sont  le  Soleil  et  ses  principaux  satellites  ;  pour  Mars, 
il  suffit  de  considérer  l'action  du  Soleil.  Ces  approximations  sont 
d'autant  plus  suffisantes  qu'il  n'y  a  pas  lieu  d'apporter  la  dernière 
rigueur  à  la  solution  d'un  problème  dont  la  mise  eh  équations  ne 
repose  que  sur  une  hypothèse,  et  dont  les  éléments  ne  peuvent  pas 
être  déterminés  d'une  façon  très  précise  par  les  observations. 
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7.  Nous  avons  ainsi  ramené  les  problèmes  généraux  de  la  Méca- 
nique céleste,  dont  l'étude  doit  former  l'objet  de  cet  Ouvrage,  à  un 
certain  nombre  de  problèmes  simples  de  Mécanique  rationnelle, 
parfaitement  définis;  et,  au  surplus,  il  serait  bien  aisé,  en  suivant  la 
même  voie,  de  tenir  compte  des  actions  que  nous  avons  systémati- 
quement laissées  de  côté,  si  on  le  jugeait  nécessaire. 

Mais  ces  problèmes  dépendent  les  uns  des  autres  et  ne  sont  pas 
susceptibles  d'une  solution  analytique  générale  ;  ils  se  présentent 
d'ailleurs  sous  des  aspects  extrêmement  divers,  suivant  les  circons- 
tances matérielles  propres  à  chacun.  On  ne  peut  donc  poursuivre 
leur  solution  qu'en  procédant  par  étapes,  dont  la  succession  sera 
déterminée  par  ces  circonstances  mêmes;  et  ce  n'est  pas  un  procédé 
uniforme  de  solution  qu'il  faut  rechercher,  mais  bien  plutôt  la 
méthode  qui  convient  le  mieux  pour  chaque  question  particu- 
lière. 

Envisageons  en  particulier  les  mouvements  relatifs  des  grosses 
planètes  par  rapport  au  Soleil;  si  l'on  fait  abstraction^  dans  le  cas  de 
la  Terre,  du  petit  terme  complémentaire  dû  à  l'action  de  la  Lune 
calculé  à  la  fin  du  n®  4,  on  voit  que  ces  mouvements  sont  déterminés 
indépendamment  de  ceux  des  autres  astres,  et  que  tout  se  passe 
comme  s'il  s'agissait  uniquement  de  points  matériels,  Mq  et  les  M^, 
affectés  des  masses  hiq  et  nip^  soumis  à  leurs  attractions  mutuelles. 
Nous  avons  mis  en  évidence  les  mouvements  relatifs  des  planètes  M^ 
par  rapport  au  Soleil  Mq;  mais  il  est  avantageux,  dans  certains  cas, 
d'avoir  une  forme  un  peu  différente  pour  les  équations  qui  détermi- 
neraient le  mouvement  de  cet  ensemble  de  points,  biefi  que  l'on  soit 
obligé  alors  d'employer  d'autres  variables  que  celles  qui  se  pré- 
sentent comme  les  plus  naturelles  et  comme  les  mieux  adaptées  aux 
usages  astronomiques. 

Le  but  que  l'on  cherche  à  atteindre  est  d'avoir  à  ne  se  servir  que 
d'une  fonction  de  forces  unique  pour  déterminer  les  mouvements 
relatifs  des  points  du  système  S  formé  par  M^  et  les  M^,.  Les  équa- 
tions du  mouvement  général  du  système  S  résultent  immédiatement, 
comme  on  sait,  de  la  connaissance  de  la  demi-force  vive  T  et  de 
celle  de  la  fonction  de  forces  D,  égale  à  la  somme  des  potentiels  d'at- 
traction des  divers  points  de  S,  soit 
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les  indices  i  Gl  J  prenant  les  valeurs  o,  p-,  q,  ...  relatives  au  Soleil 
et  aux  grosses  planètes.  Cette  fonction  \j  ne  dépend  que  des  distances 
mutuelles    des   points,    c'est-à-dire  de  la  configuration  du  système, 
indépendamment  de  sa  position  dans  l'espace. 
Quant  à  la  fonction  T,  c'est 


\^"'^ 


dXj        dXj        dZ] 


de-  dV^  dV- 


Xi,  \,,    Z/  étant  toujours  les  coordonnées  absolues  de  M/. 

Il  faut  choisir  de  nouvelles  variables  telles  que  T  se  présente  sous 
la  forme  d'une  somme  de  deux  parties,  dont  l'une  ne  dépendra, 
comme  U,  que  de  la  configuration  du  système  S,  tandis  que  l'autre 
correspondra  au  mouvement  absolu  de  S. 

On  j  arrive  aisément  en  s'appujant  sur  la  remarque  suivante  : 
la  force  vive  du  système  formé  par  deux  points  matériels  Mq  et  M^, 
de  masses  ni^  et  m,,  est  la  même  que  celle  du  centre  de  gravité  G, 
du  système,  affecté  de  la  masse  ttzq -{-//?»,  augmentée  de  celle  du 
point  M,  dans  son  mouvement  relatif  par  rapport  à  Mq,  à  la  condi- 
tion de  donner  maintenant  à  Mi  la  masse  m.  égale  à  — ^ — !— .  Cette 
remarque  résulte  immédiatement  de  l'identité  évidente 


mç,ul-^m^u\  =  {m^-\-  m^)     —  I   H-  (w,— t/o)'; 

il  suffit  de  prendre  successivement  pour  Uq  et  m,  les  projections  des 
vitesses  absolues  de  Mq  et  M,  sur  les  axes  de  coordonnées,  et  d'ajouter 
les  résultats  membre  à  membre. 

Supposons,  d'une  façon  générale,  sans  nous  limiter  spécialement 
au  cas  des  grosses  planètes  et  du  Soleil,  le  système  S  composé  de 
n  -\-  I  points  Mq,  M, ,  .  .  . ,  M„,  dont  les  masses  sont  m^^  m^^  .  .  . ,  m„ 
et  les  vitesses  absolues  V, ,  \  o,  . .  . ,  V„. 

Soient  G,  le  centre  de  gravité  de  Mq  et  M^  afTecté  de  la  masse  '^^ 
égale  à  mo+m,;  G2  le  centre  de  gravité  de  G,  et  M2,  c'est-à-dire 
aussi  de  Mq,  M,,  M2,  affecté  de  la  masse  uio  égale  à  a, -f- mo  ou 
//i«  -^  /» ,  -f-  m.j  ;  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  G,; ,  centre  de  gravité  de  G,/ _ , 
et  M,/,  c'est-à-^dire  du  système  total,  avec  la  masse  1^,1  égale  à 
.u-«_< +  /??«,   ou  m^^-\-Jn^-+■m.2-\-..^-\-r)^n^ 
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La  vitesse  absolue  de  G/  sera  o/;  les  coordonnées  absolues  de  G/^, 
seules  utiles,  seront  ^,j,  7^;^,  Ç„. 

Désignons  maintenant  par  a?,,  y,,  ^,  les  coordonnées  relatives 
de  M,  par  rapport  à  Mo  et  par  p,  la  vitesse  correspondante;  de  même 
par  X)-,  Yo-)  ^-2  les  coordonnées  relatives  de  Mo  par  rapporta  G,,  et 
par  ^2  la  vitesse  correspondante;  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ^„,  j^^, 
^n-)  ^ni  coordonnées  relatives  de  M^  par  rapport  à  G«_i  et  vitesse 
correspondante. 

Enfin,  faisons  encore,  en  convenant  d'écrire  tj-o  à  la  place  de  itiq  si 
la  symétrie  l'exige, 


m.  =  nii  - — f  m.,  =  ni^  - — >  •  •  •  »  m,.  =  nin- 


L'application  répétée  de  la  remarque  ci-dessus  donne  successive- 
ment 

moV^  -h  nii  \j  =  m\  v\  -+-  \xx  ??, 


î^i      of      H- mj  V|  ^  m'2  p|  4- fi2  ?L 


d'où  l'on  déduit    immédiatement,   par  addition,  que  la  demi-force 
vive  T  du  système  a  pour  valeur 

'  n 

1 

Quant  à  la  fonction  de  forces  U,  elle  dépend  des  distances 
mutuelles  des  points  Mo,  M,,  ...,  M^,  distances  qui  s'expriment 
immédiatement  à  l'aide  des  projections  des  vecteurs  MoM,, 
Mo  Mo,  .  .  . ,  MûM„.  En  observant  les  égalités  géométriques 


;?*! 


iVIoM2=MoG,-hGiM2=  — M0M1+G1M2, 

Kl 


nix  ..  m. 


MoM3=MoGi-i-G,G2+G2M3=  —  M0M1+  -^GjMa+GîMa, 

[^1  !^2 
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on  voit  que  ces  projections  sont  respectivement: 

pour  Mo  Ml,     xi,    jKi,     -i; 
pour  MnMs,     wTo  H x'i,      ...; 

pour  Mo  Mq,     x^ -\ 3^2  H xi,     ...: 

f^2  [M 


pour  Mo  M,,,     x,i-^ a:'„_i -i- .  .  .H 372  H ^i,      

Les   équations   du    mouvement   s'écrivent    immédiatement;    on   a 
d'abord 

de  sorte  que  G„  est  animé  d'un  mouvement  rectiligne  et  uniforme» 
ainsi  qu'il  arrive  toujours  pour  le  centre  de  gravité  d'un  système 
soustrait  à  toute  action  extérieure.  Il  vient  ensuite 

,  d^-Xi       àl) 
lUi  —  — 


clV^         Ox 


et  par  suite  le  mouvement  relatif  de  Mj  par  rapport  à  Mq,  et  généra- 
lement de  M/  par  rapport  à  Gi_,,  est  celui  d'un  point  matériel  de 
masse  m-  sous  l'action  de  la  fonction  de  forces  U. 

C'est  le  résultat  cherché,  que  l'on  pourrait  d'ailleurs  obtenir  de 
bien  d'autres  façons  en  général  :  il  est  clair,  en  effet,  que  toute  la 
question  revient  à  mettre  la  forme  quadratique  complète, 


niQ ul  -h  /?ii  u\  -f-  /n2  w|  -h . . .  -f-  nifi  uf^, 

sous  la  forme  d'une  somme  de  7i-{-i  carrés  de  fonctions  linéaires  et 
homogènes  par  rapport  aux  a/,  les  71  premières  de  ces  fonctions  ne 
dépendant  que  des  différences  mutuelles  des  w/,  ou,  ce  qui  est  équi- 
valent, la  dernière  de  ces  fonctions  étant  proportionnelle  à 

nio  Uq  -f-  nii  W]  -H  m2  M2  + .  •  •  -1-  '"w  ««• 

La  solution  classique  indiquée  ci-dessus  est  cell*  qui  résulte  de 
l'application  répétée  de  la  solution  unique  particulière  au  cas  où  l'on 
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ÉQUATIONS  CANONIQUES.   CHANGEMENT  DE   VARIABLES. 
xMÉTHODE  DE  LA  VAKIATION  DES  CONSTANTES.  THÉOUÉMES  GÉNÉRAUX. 


8.  La  forme  canonique  ou  hamiltonienne  des  équations  générales 
de  la  Dynamique  en  est  la  forme  par  excellence,  surtout  au  point  de 
vue  théorique  ;  nous  n'en  ferons  pas  cependant  un  usage  exclusif, 
parce  que  les  variables  qu'elle  impose  ne  sont  pas  d'habitude  celles 
qui  correspondent  le  mieux  aux  besoins  et  aux  habitudes  de  TAstro- 
nomie  ;  elle  aura  surtout  pour  nous  l'avantage  de  se  prêter  facilement 
aux  changements  de  variables,  et  de  réduire  au  maximum  de  simpli- 
cité la  démonstration  de  plusieurs  théorèmes  importants. 

Rappelons  brièvement  comment  on  obtient  cette  forme  canonique, 
en  nous  limitant  aux  deux  seuls  problèmes  que  nous  avons  à  traiter, 
celui  du  mouvement  d'un  point  matériel  et  celui  du  mouvement  d'un 
corps  solide  autour  d'un  point  fixe. 

Soit  d'abord  le  mouvement  d'un  point  matériel  M  de  masse  égale 
à  l'unité,  sous  l'action  d'une  fonction  de  forces  U  qui  dépendra,  en 
général,  des  coordonnées  ^,  JK,  z  de  M  par  rapport  à^  des  axes  fixes 
(ou  plutôt  que  l'on  peut  considérer  comme  fixes),  et  du  temps  t. 
Appelons  x\  y\  z'  les  dérivées  de  .t,  y,  z  par  rapport  au  temps, 
c'est-à-dire  les  projections  de  la  vitesse  de  M  sur  les  axes;  la  force 
vive  2T  du  point  est  égale  à  x'-  -\-y'-  -\-  ^'-,  et  si  l'on  fait  H  =  T  —  U, 
les  équations  du  mouvement  prennent  la  forme  canonique 

dx       m  ^'  _  _  '^ 

dt        ôx'  dt  ôx 


x^  y^  z  sont  les  premières  variables,  x^ ^  y\  z  sont  les  deuxièmes 
variables,  respectivement  conjuguées  des  premières;  H  est  la  fonc- 
tion caractéristique,  dépendant  de  x^y^  z^  ^  •  JK  ,  ^'^  ^• 

Considérons  maintenant  le  mouvement  d'un  corps  solide  autour 


ÉQUATIONS    CANONIQUES.    CHANGEMENT    DE    VARIABLES,    ETC.  27 

(Tun  point  fixe  O,  origine  des  coordonnées,  sous  Faction  d'une  fonc- 
tion de  forces  U,  et  désignons  par  OE,  Ovi,  O^  les  axes  principaux 
d'inertie  du  corps  par  rapport  au  point  O  :  ces  axes  forment  un 
Irièdre  de  même  orientation  que  le  triédre  Oxyz  des  coordonnées,  et 
la  position  du  corps  est  déterminée  par  trois  paramètres  es,  d»,  03,  par 
exemple  les  angles  d'Euler  qui  fixent  la  situation  relative  des  deux 
trièdres.  Soient  p,  q^  r  les  composantes  de  la  rotation  instantanée 
du  corps  sur  les  axes  mobiles  Oç,  Or,,  O^  •  ce  sont  des  fonctions 
linéaires  et  homogènes  des  dérivées  o\  ^\  uy'  de  es,  '.!>,  to  par  rapport 
au  temps.  Si  A,  B,  G  sont  les  moments  d'inertie  relatifs  à  OH,  Orj,Os, 
la  force  vive  2!  du  corps,  égale  à  Ap--\-  Bq--\-Gj^-,  est  une  forme 
quadratique  homogène  de  z»' .  'V ,  oj',  dont  les  coefficients  dépendent 
de  cp,  à,  to;  quant  à  la  fonction  de  forces  U,  elle  s'exprime  à  l'aide 
de  o,  'i;,  oj  et  du  temps  t.  En  appelant  ca,,  6,,  w,  les  dérivées  par- 
tielles de  T  par  rapport  à  o\  'V,  co',  et  faisant  H  =  T  —  U,  après 
avoir  eu  soin  de  substituer  es,,  'i;,,  w,  à  o',  'V ,  co'  dans  T,  les  équa- 
tions du  mouvement  prennent  la  forme  canonique 

dz>  _  âH  d'fi  _       àU 

dt         ()z)i  dt  âo   . 


la  fonction  caractéristique  H  dépendant  des  six  variables  cp,  6,  co, 
cp,,  '!*,,  to,  et  de  t.  • 

Dans  ces  deux  cas,  les  équations  ont  la  forme  canonique  générale 

,  ,  dxi        d\\  dvi  d\\  ,  . 

'  dt         dyt  dt  ôxi  ^  >     >         ^      /. 

la  fonction  H  dépendant  des  in   variables  conjuguées  deux  à  deux 
r/,  yi  et  de  ^. 

9.  Proposons-nous  de  faire  un  changement  de  variables  dans  les 
équations  canoniques  (i).  Soient  ^,,  ^2.  •••?  '-in  les  2A2  nouvelles 
variables  qu'il  s'agit  de  substituer  aux  xi,  yi,  t  restant  toujours  la 
variable  indépendante.  Les  Zh  sont  des  fonctions  données  des  xi,  yi 
etde  ^;  ou  bien,  inversement,  les  Xi,  yt  sont  des  fonctions  données 
des  Zk  et  de  t.  La  fonction  H  sera  exprimée  soit  à  l'aide  des  xi^  yi  et 
de  ^,  soit  à  l'aide  des  ^/ç  et  de  t. 

On  peut  procéder  de  la  façon  suivante,  qui  présente  les  plus  grands 
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avantages.  On  a 

dz/..      jLà  \OXi  dzk        àyi  dzul 

i 

c'esl-à-dire,  en  tenant  compte  des  équations  (i). 

(^H        -^  [àxi  dyi        dyi  dx,:\ 
àz/,      ^^  KdTk  ~dï        'ôzj,    dt  j  ~ 

i 

Or,  en  n'oubliant  pas  que  -p,   par  exemple,  représente  la  dérivée 

partielle  par  rapport  à  t  de  la  fonction  qui  exprime  Xi  à  l'aide  des  zu 
et  de  ^,  on  a 

dxi        ôxi      y^  ôxi  dz/  clfi  _  àyi       "^  dyi  dz/ 

~dt    ^  'ôT '^ 2ld~dTi  ~dT ^  dt    ~~  ~&t   '^ j^'dzi  ~dt  "* 

i  i 

de  sorte  qu'il  vient 

àW   _^^  /^^  dyt        dyi  àxj\       ^   '  dzj^      ^  /^  dyi  _  dyj^  ^Ej\\  _ 
dzk    '  ^  \àz/,    ôt         ~dzl.  "âF/       Zj.     ~dt       Z^  \àzk  ~àzi        dzu  ôzi)\~ 

En  entendant  par  u,   r,    .  .  .    les  diverses  quantités  Zk  et  i  dont 
dépendent  les  ^/,  y/,  posons  ' 

^    ■      -■      J^  \ou    dv         Ou    dv  J  ' 


on  a 


r>H         ,  ,       v^  r  T  dz/ 

l 

ce  sont  les  équations  cherchées,  et  il  suffit,  pour  les  former  explici- 
tement, de  connaître  les  expressions  des  .^/,  yt  en  fonction  des  Zh  et 
de  l.  Toutefois,  il  reste  à  les  résoudre  par  rapport  aux  inconnues  —t- 

qui  J  figurent  linéairement. 

Les  [a,  v\  sont  des  crochets  de  Lagrange;  on  a  les  identités 

[m,  u\  =  o,         [a,  p]  H-  [p,  m]  =  o, 

et,  par  suite,  le  déterminant  des  coefficients  des  inconnues  dans  les 
équations  (a)  est  un  déterminant  symétrique  gauche  d'ordre  in\  sa 
valeur  est  manifestement  le  produit  des  deux  déterminants  fonction- 
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nels  — 7-—^ -=^— et  — ■ — — •■^— .    c  esl-a-dire  le 

D{zi,  Zi,  z^,  .  ..)  D(^i,  s,,  ^3,   ..  .) 

carré  du  premier.  11  en  résulte  que  la  résolution  des  équations  (2) 
ne  peut  donner  lieu  à  aucune  difficulté  si,  comme  on  doit  nécessai- 
rement le  supposer,  les  .r/,  yi  sont  des  fonctions  distinctes  des  z/ç- 

11  serait  d'ailleurs  aisé  d'obtenir  par  un  calcul  direct  semblable 
au  précédent  les  équations  (2)  résolues;  il  suffît  d'écrire 

dz/,  _  dzj^      ^  I  dzj^  cixj^  ^  àzj,  dyj, 
dl    ~    ôt        ÀmÀ  \dxi    dt         ôyi    dt 

i 

_  àzA-       \^  (dzi,  d\{         dzi,  m_ 
dt        ^^  \éx,-   rjyi        (jyi  dxi 


et  comme 


d\{   _\^  dW  dz,  dU_  _y^  m   dzi^ 

ôxi      ^U  ôzi  ôxi  (Jyi      jmmi  ôzi  ôy i 


l 


il  vient 

.,  dzk        àzk       V7  ,.  .  ^H 

en  faisant 

i 

Les  quantités  (s^,  Zi)  sont  àes parentlièses  de  Poisson,  qui  vérifient 
comme  les  crochets  les  identités 

(-SA;,   -a)  =  O,  {Zk,  Zi)  4-  (^/,  Zi,)  =  0. 

Mais  nous  ferons  presque  exclusivement  usage  des  équations  (2), 
laissant  d'ailleurs  de  côté  tout  développement  analytique  qui  ne  se 
rapporte  pas  directement  à  notre  objet. 

10.  L'emploi  des  crochets  de  Lagrange  est  avantageusement  rem- 
placé par  celui  d'autres  fonctions  que  nous  allons  maintenant  définir. 
Désignant  toujours  par  ti,  r,  .  .  .  les  différentes  quantités  z/i  et  ^,  et 
appelant  K  une  fonction  quelconque  de  a,  ^,  ...  dont  nous  pourrons 
disposer  arbitrairement,  posons 

,  ôK      \^       dxi 

du       ^^'^     au 

i 

on  a  évidemment 

[U,    Ç]   =   — r— , 
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comme  on  le  voit  en  effectuant  les  différentialions  indiquées  et 
réduisant. 

Le  calcul  des  n(2n-{-i)  crochets  [a,  ç]  se  ramène  donc  à  celui 
des  2/1  -j-  i  quantités  J„,  et  dans  le  cas  où  le  temps  t  est  exclu  des 
w,  r,  ...,  ces  nombres  se  réduisent  respectivement  à  n(2  7i  —  i) 
et  2/z. 

En  introduisant  les  fonctions  J„  au  lieu  des  crochets  [u.  v\,  et 
faisant 

les  équations  (2)  deviennent 

(4)  1 —  -h  ^    I  — ^ — -  =  o 

^-•^  àz,,  dt        .L^\dzi         dzk)   dt 

i 

Imaginons  alors  le  cas  particulier  suivant,  que  nous  rencontrerons 
le  plus  fréquemment  :  les  211  variables  z-k  se  partagent  en  deux  séries 
distinctes,  de  n  variables  chacune,  Igs  pj  et  les  cjj,  de  telle  façon  que 
les  quantités  J  soient  toutes  nulles,  tandis  que  les  J  sont  indépen- 
dantes des  /?y,  c'est-à-dire  s'expriment  uniquement  à  l'aide  des  qj  et 
de  t.  Les  équations  (4)  deviennent  alors 


(5) 


dW        àJp^       ^  dJf,^  dqj  _  dW       ^  ()J,,,  dpj  _ 

âp/^     •     dt        ^mÀ  ôqj     dt  '  ôqii      jLd  dqi^    dt 


et  l'on  a  ainsi,  plus  simplement,  deux  groupes  distincts^d'équations, 

1  1       dfJ  i        1       '^H'     1  -,       dp  j        ,       dH' 

les  unes  entre  les  —j^  et  les  -; — ,  les  autres  entre  les  —7—  et  les  -; — ; 

dt  <fpk  dt  oq  k 

bien  entendu,  la  disposition  symétrique  gauche  du  déterminant  des 

coefficients  des  dérivées  -^»  —7^,  dans  l'ensemble  de  ces  équations, 

dt      dt  ^  ' 

est  conservée. 

Posons  maintenant  q'j  =  J  ,  et  substituons  les  q'  aux  qj,  ce  qui 
est  possible  d'après  les  hypothèses  faites  :  les  qj  deviennent  des  fonc- 
tions des  q'j  et  de  ^,  comme  les  q'  étaient  des  fonctions  de  qj  et  de  t. 
On  a  alors 

Oqi,       Zmk  dq'j  ôqu 

et  la  comparaison  de  ces  formules  avec  les  dernières  équations  (5) 
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donne 

dpj  _  dVi' 

-If-dqy 

comme,  en  outre,  les  premières  équations  (5)  s'écrivent 

dq'j  _       aPT 
dt  opj 

on  voit  qu'en  associant  aux  pi  les  ^^  comme  variables  conjuguées, 
on  a  conservé  la  forme  canonique,  la  fonction  caractéristique  étant 
devenue  H';  on  réalise  ainsi  un  changement  canonique  de  variables, 
que  l'on  peut  qualifier  de  complètement  canonique  si  la  fonction 
caractéristique  H  est  elle-même  conservée,  c'est-à-dire  si  l'on  a 
J^— o. 

Si  l'on  veut  garder  les  variables  pj  et  ^y,  on  a  évidemment  encore 

(6) 


dPi 
dt 

^àq'j  oqu 

d(Jj 

dt 

et 

Y  ^^y  ^H' 

^  <^q'k  àpk  ' 

A* 

d'après  les  relations  précédentes  et  en  supposant  les  qj  exprimées  en 
fonction  des  q'j  et  de  t.  Ce  système  est  équivalent  au  système  (5)  et 
jouit  de  propriétés  analogues. 

Voici  une  application  générale  importante  des  considérations 
précédentes.  Supposons  que  les  Xi  dépendent  uniquement  des  pj  et 
de  f,  et  prenons  pour  la  fonction  arl)itraire  K,  qui  figure  dans  la 
définition  des  J,  une  fonction  de  même  nature.  Sans  spécifier  pour 
l'instant  les  q j^  on  a  J^.  =  o.  Par  suite,  en  faisant 

ôK       v^      dxi 
9j 


_  ^^      'S^      ^^' 


on  définit  les  nouvelles  variables   q j  que  l'on  peut  associer  aux  pj 
pour  réaliser  un  changement  canonique  de  variables. 

Si,  par  exemple,  les  xi  sont  des  fonctions  linéaires  et  homogènes 
à  coefficients  constants  des  pj^ 


Xi  =  ajpi  -\-  (x.jp^_  -f- .  ,  .  -h  y.'^pn, 


on  aura,  en  prenant  K=:  o, 

qj^  yj^  yi  H-  a{  jKo  -^  .  .  .  +  ^^ifn , 
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de  sorte  que  les  xi  et  les.  )7  résultent  respectivement  des  pj  et  des  cjj 
par  deux  substitutions  linéaires  transposées  l'une  de  l'autre,  ce  qui 
revient  à  dire  que  l'on  a  identiquement 

J  1 

Ce  changement  de  variables  est  d'ailleurs  complètement  canonique 
puisque  J;=  o. 

11.  Le  changement  de  variables  s'effectue  d'une  façon  particuliè- 
rement simple  et  intéressante  dans  un  certain  nombre  de  cas  très 
importants. 

Pour  les  mettre  en  évidence,  nous  allons  établir  dès  maintenant 
quelques  propositions  générales  relatives  aux  solutions  d^un  système 
d'équations  canoniques,  en  nous  attachant  spécialement  aux  cas  qui 
correspondent  aux  réalités  des  problèmes  que  nous  aurons  à  étudier. 

1**   Soient  Xi^  yi  les  solutions  générales  des  équations 

dxi        àY  dyt  ôY 

(7)  —7—  =  -; — >  -^  = :; —  (t  =  1 ,  2,  . .  .,  n), 

^^'  dt         dyi  dt  dxi  ^  ^     •>         .      i^ 

F  étant  une  fonction  donnée  de  i,  des  xi^  yi^  et  en  outre  d'un 
certain  nombre  de  paramètres  «i,  a-ii  ....  Les  valeurs  des  xi^  yi  se 
présentent  elles-mêmes  comme  des  fonctions  de  ^,  des  paramètres 
af,  a^i  .  .  . ,  et  de  2/1  constantes  arbitraires  d'intégration  Ci,  C2,  .  •  •  ', 
et  lorsqu'on  substitue  ces  valeurs  dans  la  fonction  F,  celle-ci 
s'exprime  d'une  façon  analogue. 

Appelons  w,  r,  ...  les  diverses  quantités  ^,  a,,  «25  •  •  •  5  Ci,  Co,  . . .  ; 
employons  le  signe  ordinaire  d  pour  désigner  les  dérivées  partielles 
d'une  fonction  de  ces  quantités,  et  afin  d'éviter  toute  ambiguïté, 
usons  du  signe  ù  pour  représenter  les  dérivées  partielles  de  la  fonction 
F  prise  sous  sa  forme  primitive,  c'est-à-dire  exprimée  à  l'aide  de  /, 
Xi^  yij  rt<,  «2,  ....  De  plus,  faisons  comme  précédemment  en  dési- 
gnant par  K  une  fonction  arbitrairement  choisie  de  w,  v,  .... 

dK      x^      dxi 

au  Jtmmà'^       OU 


^  I  dxj^  dy^  _  ÔX£  dyi_  \  _  r         -1  _  ^  _  ^ 
.À^  \  au     di^  di>    au  /        L    ?      J         ^^  ^^^ 


ÉQUATIONS   CANONIQUES.    CHANGEMENT    DE   VARIABLES,    ETC.  33 

On  a  généralement 

^F        ÔF       ^  /oF   dxi        ?j¥   ÔYi 


■2 


du         ou       ^ad  \0Ti   du         ùfi   du  j  ' 
î 

oF      ,      . 
la  dérivée  ir-  n'existant  pas,  si  l'on  choisit  pour   u  l'une  des  cons- 

ÙU  ^  i 

tantes  c, ,  Cj,  . . .. 

Or  le  fait  que  xi,  yi  sont  solutions  des  équations  (j)  se    traduit 
par  les  relations 

8F  _  dr /        __  i£  _  ^.n . 

^yi         dt  'èxi         dt  ' 

il  vient  donc 

r^  (dXi  dyi        dxi  dyi' 


^F        ÔF 

du        au 

$F 

ou 

En  particulier, 

on  a 

(8) 

■1 

i 

-[t,u\. 


t)F  _  8F  o 

'dt  ~  Jt' 

de  sorte  que  si  F  ne  dépend  pas  explicitement  du   temps  t  sous  sa 
première  forme,  il  en  est  encore  de  même  quand  on   y    remplace 
les  Xi^  yi  par  leurs  valeurs  :   c'est  ce  qn'on  peut  appeler,   par  une 
extension  évidente,  le  théorème  des  forces  vives. 
En  introduisant  les  fonctions  J,  et  faisant 

la  formule  générale  ci-dessus  s'écrit 

dJ^  _  8F        dG 
*  ^^  .    ~dt    ~  zTi'^  du' 

La  relation  qui  définit  G  donne  d'ailleurs 

d\\       ^       ^       '^^       dxi       T-       /^       XT'        ^^ 

la  fonction  G  peut  donc  être  choisie  arbitrairement,  et  alors  la  fonc- 
tion K  en  résulte  par  une  quadrature,  à  une  fonction  arbitraire  près 
des  variables  ^/,  r,  . . .,  autres  que  t. 

Si  l'on  prend  pour  G  une  fonction  indépendante   des  constantes 

ANIIOYKH  3 
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d'inlégralion  c,,  Co,  .  • .,  la  formule  (g)  donne  en  particulier 

r)J,, 

les  J^.J^  sont  donc  des  constantes  ne  dépendant  que  de  a<,  a^^  ..., 
6*4,  Ca,  ...;  il  en  est  de  même  par  suite  des  crochets  [ca,  c^;],  et 
puisque  ceux-ci  sont  indépendants  du  choix  de  K  ou  G,  c'est  pour 
eux  une  propriété  caractéristique. 

Supposons  alors  que,  suivant  la  méthode  de  la  variation  des 
constantes^  due  à  Lagrange,  on  veuille  mettre  la  solution  générale 
des  équations  (i),  où  la  fonction  caractéristique  est  H,  sous  la  même 
forme  que  la  solution  générale  des  équations  (-),  où  la  fonction 
caractéristique  est  F,  en  considérant  les  quantités  Ci,  Co,  •.-,  non 
plus  comme  des  constantes,  mais  comme  des  fonctions  convenable- 
ment choisies  de  t.  Cela  revient  à  substituer  aux  .r/,  j,-,  dans  les 
équations  (i),  les  nouvelles  variables  Ci,  C2,  • . .,  définies  par  les  rela- 
tions qui  expriment  la  solution  générale  des  équations  (y)  en  fonc- 
tion de  ces  quantités.  Par  suite,  puisque  les  J^.^^  sont  des  constantes, 
et  que  l'on  a  J;=  F  +  G,  la  fonction  G  étant  indépendante  des  c^, 
les  équations  (4)  du  numéro  précédent  prennent  la  forme  plus  simple 

âc/,.  Jmd  \  àci         ôc/f  j  dt  ' 

et  pour  calculer  les  coefficients  constants  des  dérivées  -7-^)  il  suffit 
^  dt 

de  donner  à  t  une  valeur  particulière.  On  peut  ensuite  développer 
les  mêmes  considérations  que  ci-dessus,  si  les  cu  se  partagent  en  deux 
séries  telles  que  les  py,  qj. 

2**  Répartissons  maintenant  les  paramètres  a<,  a^-,  ...  en  deux 
séries,  a\  h\  . . .,  d'une  part,  jx',  v',  . .  .,  d'autre  part;  et,  en  appelant 
m',  n\  ...,  des  fonctions  de  a',  6',  ...,  envisageons  les  arguments 
linéaires  par  rapport  au  temps 

M'=  m'i-h  fJi',         N' = /l' ^ -t- v', 

De  la  même  façon,  partageons  les  constantes  c, ,  €■>-,  ...  en  deux  séries 
a,  6,  ....  |Jt,  V,  . . .,  et  introduisons  les  arguments 

M  = /«^  +  |JL,         N  =  «^-f-v,         ..., 
en  désignant  par  />?,  ;i,  . . .,  des  fonclion5  de  «,  ^,  . . .,  a',  b' ^ 
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Siibslituons  alors  les  arguments  M,  IN,   ...,  M',  N',   ...  aux  cons- 

lantes  [a,  v,   ...,  u.',  v',   ...  dans  l'ensemble  des  quantités  ii^   r,    

La  dérivée  complète  par  rapport  au  temps  d'une  fonction  f  de   a^ 
t',  ...  est  actuellement 

df  _c)f    ^Si^    ^df    ^yr^      ,  ôf 


H^STM^S 


dt      (h  '  ^'"^  <m     ,^'''  ow' 


les  sommations  s'étendant  à  tous  les  arguments  M,  N,  . . .,  d'une  part, 
M',  N',  . . .,  d'autre  part;  et  le  fait  que  les  valeurs  de  xi^  yi  vérifient 
les  équations  (7)  se  traduit  par  les  égalités 


oF         âxi       v^        ()xi       v^       ,()xi 
r>yi         dt        jLj       (M       jLu       ôM' 

(ÎXi  <)t  Aà         Ô^Sl         ZmL  ()M 


On  a  par  suite 


du        Bu       jiLi  \ô.r/   Ou         tyi  <)u 

i 

-  5£ 


i 

[;,  u]  -^2_t  '^^i^^'  "J  ~^^  m'\M\  u\\ 

en  introduisant  les  fonctions  J  et  faisant 

J;  =  F  H-  G  —  2,  ''^J.M  —  2:  ''*  -l^r, 
ceci  devient 

d]u       oF       ôG      v^  f^f^^  T       V^  *^fii'  r 
dt         ou        au       Jm^  au  .^J  ûu 

IjA  relation  qui  définit  G  donne  d'ailleurs 

la  fonction  G  peut  donc  être  choisie  arbitrairement,  et  alors  la  fonc- 
tion K  en  résulte  par  une  quadrature,  à  une  constante  près  :  bien 
entendu,  si  l'on  est  obligé  dans  ce  calcul  de  se  servir  des  formules 
qui  expriment  M,  ....  ^J',  ...  eu  fonction  de  t,  soit  M  =  m/ -|- jj.,  . . ., 
on  doit  ensuite  faire  disparaître  [Ji,  ..  .,  à  l'aide  des  mêmes  formules, 
de  façon  que  K  soit  exprimée,  comme  toutes  les  autres  fonctions  con- 
sidérées ici,  à  l'aide  de  w,  r,  . . .,  c'est-à-dire  /,  M,  N,  . . .,  M',  N'.  . . ., 
a,  b,  . .  .,  a  ,  b\  . . .. 
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Prenons  pour  G  une  fonction  des  seules  constantes  <7,  ^,  .  .  . , 
a',  b\  ...  ;  la  formule  (lo)  donne  en  particulier 

^Jm  _  dia  _  àÇf      ^  ()m 

~dt'~'''         'dt    ~  1^  " Zdlki    ''' 

on  en  conclut  immédiatement  que  les  quantités  Jjj,  Jj^,  ...  sont 
encore  des  constantes,  tandis  que  les  quantités  J^,  J^^,  ...  sont  des 
fonctions  linéaires  dii  temps,  à  coefficients  constants. 

En  faisant  ?/  =  ^,  et  remplaçant  J^  par  son  expression  ci-dessus, 
on  a  encore,  puisque  G  et  les  .Ij,  sont  des  constantes, 

si  donc  la  fonction  F,  sous  sa  forme  primitive,  ne  contient  pas  t 
explicitement,  c'est-à-dire  ne  dépend  du  temps  que  par  l'intermé- 
diaire des  arguments  M  ,  N',  .  .  . ,  la  fonction  F  — ^/nJ^,,  exprimée 
à  l'aide  de  u^  r,  . .  .,  est  une  constante. 

3**  Faisons  les  hypothèses  suivantes,  toujours  réalisées  dans  les 
problèmes  de  la  Mécanique  céleste  :  les  expressions  des  xi^  y/,  ainsi 
que  celle  de  F,  à  l'aide  de  a,  r,  . . .,  se  présentent  comme  des  séries  à 
coefficients  fonctions  de  a,  />,  ...,a  ,  />',  ...,  procédant  suivant  les  puis- 
sances entières  non  négatives  de  t^  et  suivant  les  puissances  entières 
quelconques  des  quantités  e'^^^  e'^,  ...,  e'"  ,  e'^\  ...,  en  désignant 
comme  d'habitude  par  e  la  base  des  logarithmes  lijperboliques,  et  par 

/l'imaginaire  y/ — i;  en  d'autres  termes,  si  l'on  préfère  oette  forme, 
ces  séries  procèdent  suivant  les  puissances  de  ^,  et  linéairement 
suivant  les  cosinus  et  sinus  des  sommes  des  multiples  des  arguments 
M,  N,  . . .,  M',  IS',  . . .,  et  sont  alors  réelles.  De  plus,  les  valeurs  des  xi 
peuvent  contenir  en  outre  des  termes  linéaires  à  coefficients  pure- 
ment numériques  par  rapport  aux  arguments  M,  IS,  ....  M^,  N',  ... 
eux-mêmes. 

Nous  appellerons  séries  mixtes  les  séries  dont  nous  venons  de 
définir  la  nature,  et,  en  particulier,  séries  périodiques  celles  qui  ne 
contiennent  pas  explicitement  le  temps  t  en  dehors  des  arguments. 

Nous  admettrons  que  si  deux  séries  mixtes  sont  égales  pour  toute 
valeur  de  ^,  elles  sont  identiques,  c'est-à-dire  composées  des  mêmes 
termes,  sous  la  condition  essentielle  que  les  arguments  des  différents 
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termes  de  chacune  d'elles  pris  sous  la  forme  exponentielle,  sont 
tous  distincts;  ceci  veut  dire  que  deux  quelconques  de  ces  arguments 
ne  peuvent  avoir  une  différence  constante,  et.  par  suite,  qu'il  n'existe 
aucune  relation  linéaire  et  homogène  à  coefficients  entiers  entre  les 

diverses  quantités  m,  ji ni\  /i',   ...,   toutes  différentes  de  zéro. 

par  conséquent.  Pour  le  sens  et  la  valeur  que  l'on  doit  attacher  prati- 
quement à  celte  proposition,  nous  renverrons  aux  Leçons  de  Méca- 
nique céleste  de  H.  Poincaré,  t.  I,  n**  107. 

La  fonction  primitive  et  la  dérivée  complète  par  rapport  au  temps 
d'une  série  mixte  étant  de  la  même  nature,  comme  aussi  sa  dérivée 
partielle  par  rapport  à  l'une  quelconque  des  variables  m,  c,  ....  et 
encore  le  produit  de  deux  telles  séries,  on  voit  que  les  fonctions  K  et 
J„  sont  toutes  des  séries  mixtes;  et  si  l'on  fait,  en  ordonnant  suivant 
les  puissances  de  /, 

K=  Ko-i-K';4-...,  J.- J|l-hJ;,^-f-..., 

on  a  évidemment,  en  excluant  le  cas  de  u=zt. 

"~    du    ^Zd-^J   du 

Or  nous  savons  par  ce  qui  précède  que  les  quantités  J  y  sont  des 
constantes,  tandis  que  les  J^  sont  des  fonctions  linéaires  de  ^  à  coeffi- 
cients constants  :  il  faut  en  conclure  en  particulier  que  les  séries 
périodiques  telles  que  J,î  et  J^J  se  réduisent  toutes  à  des  constantes 
qui  ne  dépendent  que  de  «,  b,  ....  a\  h\  ....  et  que  l'on  peut  cal- 
culer sans  connaître  K^  autrement  que  par  son  terme  constant,  qui 
est  arbitraire,  et  que  nous  prendrons  nul. 

knaginons  alors  que  l'on  fasse  dans  les  équations  (i)  le  changement 
de  variables  qui  consiste  à  remplacer  les  xi^  yi  par  les  quantités 
M,  N,  . .  ..a,  ^,  .  .  .,  que  nous  désignerons  dans  leur  ensemble  par  g/,. 
en  établissant  entre  les  nouvelles  et  les  anciennes  variables  les 
relations  xi=-X^^,  yi:^yf.  En  prenant  K**  pour  la  fonction  K  rela- 
tive à  cette  substitution,  les  J.^  sont  des  constantes,  d'après  ce  qui 
précède,  et  en  désignant  généralement  par  J\  la  partie  constante 
d'une  fonction  périodique  quelconque  y,  on  a 

dx^i- 


J.  _  /y  «,0^ 


/    0 
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Quant  à  la  fonction  J,,  nécessaire  pour  former  les  équations  (4)  du 
numéro  prjécédent,  il  ne  faut  pas  la  confondre  avec  celle  qui  est 
désignée  ici  de  la  même  façon;   mais  elle  est    manifestement   égale 

à  ^/>i  JJ,,.  puisque  ^J',  yf^  considérées  comme  fonctions  des  z/t  et 

de  t,  dépendent  de  t  par  l'intermédiaire  des  arguments  M',  ...,  et 
seulement  de  cette  façon.  En  appelant  encore  H"  ce  que  devient  H 
quand  on  j  remplace  ^/,  yi,  par  x^ ^  jkJ*,  les  équations  (4)  qui  corres- 
pondent au  changement  de  variables  envisagé  sont  donc 


jL  \àz,         ()Z,J    dt 
l 

Pour  calculer  ^/?i  J?i',  on  peut  s'aider  de  la  relation  (ii);  si  en 
particulier  la  fonction  F,  sous  sa  forme  primitive,  ne  contient  pas  t 
explicitement,  il  est  clair  que  la  quantité  F  —  \  m' J,,-  étant  cons- 
tante, il  en  est  de  même  de  F''  —  ^"^  Jm'5  en  appelant  J  cette  cons- 
tante, égale  à  Fq  —  2J^\  Zu^^i  W'  )   '  ^"^  fonction  H"  —  V  m'JJ-  qui 


figure  dans  les  équations  précédentes  devient  H^^ — F**-!-.!. 

Si  l'on  fait  alors  en  particulier  H  =  F,  de  sorte  que  cette  fonction 
se  réduise  à  la  constante  J,  et  si  la  solution  des  nouvelles  équa- 
tions (4)  '»<^  présente  sous  forme  périodique,  on  aura  réussi  de  cette 
manière  à  mettre  la  solution  des  équations  (^)  sous  la  même  forme,, 
en  y  faisant  disparaître  les  termes  qui  dépendent  explicitement  de  t. 
C'est  une  autre  façon  d'envisager  la  méthode  de  la  variation  des  cons- 
tantes, pour  résoudre  une  question  étudiée  par  Laplace. 

4°  Plaçons-nous  dans  le  cas  spécialement  important  où  les  valeur!^ 

8F 
des  Xi.  Yi,  comme  les  expressions  de  F  et  des  dérivées  -v-   ne  con- 
"  ^  ou 

tiennent  pas  le  temps  explicitement  en  dehors  des  arguments  M,  . . ., 
M'.  . . .,  c'est-à-dire  sont  périodiques;  exception  faite  pour  les  Xi,  qui 
peuvent  toujours  renfermer  des  termes  linéaires  à  coefficients  pure- 
ment numériques  par  rapport  à  ces  arguments. 

Choisissons  alors  pour  G  le  terme  constant  de  la  fonction  pério- 
dique ^.yi  —rj-  —  F,  de  façon  que  la  dérivée  —j-  étantprivée  de  terme 
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constant,  la  fonction  K  soit  elle-même  périodique;  en  outre,  nous 
prenons  nulle  comme  ci-dessus  la  partie  constante  de  K,  qui 
est  arbitraire. 

Dans  ces  conditions,  la  fonction  J^  est  nulle   d'après  sa  définition 
même,   et  par  suite  la  relation  (lo)  montre   qu'il   en  est  de   même 

de  ^ç->  de  sorte  que  F,  sous  sa  forme  primitive,  ne  saurait  contenir  le 

temps  explicitement,  ce  qui  était  évident  a  priori. 

Les  autres  fonctions  J„  sont  toutes  périodiques;  par  suite,  comme 

ci-dessus,  les  Jj,  et  les  J^  sont  des  constantes,  égales  à  /  ^iXi  T^  ] 

\     i  /  0 

pour  u  =:■  M,  Il  =  a. 

D'après  la  définition  de  G  et  la  relation  J^  =  o,  on  a 

F— "V  m'iw—2,  ^hv—  G, 

de  sorte  que  le  premier  membre  de  cette  équation  est  constanl, 
comme  le  montre  encore  la  relation  (ii).  Si  J  désigne  celte  cons- 
tante, on  a  aussi 

J  =  Fo— 2  />i'(JM')o, 
avec 

ÔXi 


(•'M').=2(>'i^). 


Mais  il  J  a  plus  :  les  deux  membres  de  la  formule  générale  (lo)  sont 
des  fonctions  périodiques,  et  comme  le  premier  est  évidemment 
privé  de  terme  constant,  puisque  c'est  une  dérivée  complète  par 
rapport  au  temps  d'une  fonction  périodique,  il  en  est  de  même  du 
second.  Il  en  résulte,  en  prenant  successivement  M',  r/,  a'  pour  ;/, 


et 


dO       'XT'  àm  ,  dG       v^  dm  .        v^  àm'  ,  . 

âa       Jml  oa  6a        ^^  Oa  ^^  àa 


Les  fonctions  G,  Jji  J-^i,,  m,  m   dépendent  des  constantes  a.,  b.    .  .  ., 
a.  b\  ...;  en  formant  la   différentielle   totale   dG   par  les   formules 


4o  CHAPITRE   II. 

précédentes,  on  a 

par  suite,  on  peut  exprimer  G  à  l'aide  des  m,  /^,  .  .  . ,  a',  6',  . . . ,  et  il 
en  est  de  même  de  ses  dérivées  partielles  par  rapport  à  ces  quantités, 
soit 

a  m  oa        Jmà  <Ja  \oa  /o 

On  peut  écrire  aussi,  en  introduisant  la  fonction  J  égale  à   /^  /?^  J^  —  G 
ouF— ^m'J^J, 

de  sorte  qu'il  est  possible  d'exprimer  J  à  l'aide  des  J,,  et  des  a  ;  il  en 
est  de  même  de  ses  dérivées  partielles  par  rapport  à  ces  quantités, 
soit 

Si  en  particulier  il  n'y  a  pas  d'arguments  M',  l'intégrale  des  forces 
vives  a  lieu,  et  l'on  a  simplement  J  =:  F. 

Les  équations  (12),  (i3),  (i4)  expriment  des  théorèmes  impor- 
tants, dont  nous  aurons  à  faire  usage  plusieurs  fois. 

Si  Ton  veut  finalement  mettre  la  solution  générale  des  équa- 
tions (i)  sous  la  même  forme  que  celle  des  équations  (^),  en  prenant 
comme  nouvelles  variables  les  quantités  M,  N,  . . . ,  <7,  ^,  . . . ,  on  aura 
comme  ci-dessus  les  équations 

i 

en  vertu  de  ce  qui  précède,  ces  équations  offrent  des  particularités 
intéressantes,  surtout  si  la  nature  des  J.^,  permet  d'appliquer  les  con- 
sidérations développées  au  n*'  10  :  c'est  ce  que  nous  mettrons  en 
évidence  à  l'occasion  de  chaque  problème  particulier  traité,  sans 
insister  actuellement  davantage. 

5°  Nous  aurons  encore  à  faire  usage  des  considérations  suivantes. 


ÉQUATIONS   CANONIQUES.    CHANGEMENT    DE   VARIABLES,    ETC.  ^l 

Revenant  au  changement  de  variables  du  n*^  9,  supposons  que  les  ^/, 
yi  dépendent  du  temps  t  non  seulement  explicitement  et  par  les  ^ai 
mais  encore  par  l'intermédiaire  d'une  quantité/?,  qui  est  une  fonction 

connue  de  t.  Il  faut,  dans  ces  conditions,  remplacer  -—  par  exemple 

âxi         â.i'i  dp  •         -1    r  .        ^H     I  , 

par  — \ — î f-,  et.  par  suite,  il  tant  augmenter  - —  dans  les  equa- 

^         at  dp   al  *^  ^  ^  <Jz-,{-  '■ 

tions  (2)  de  la  quantité  [^/f,/>]  -r-- 

Imaginons  alors  qu'on  veuille  mettre  la  solution  générale  des  équa- 
tions (i)  sous  la  même  forme  que  la  solution  générale  des  équations  (^), 
en  regardant  non  seulement  c,,  Co,  ...  comme  des  fonctions  conve- 
nablement choisies  de  /,  ainsi  que  nous  l'avons  fait  ci-dessus,  mais 
aussi  le  paramètre  a  i ,  par  exemple,  comme  une  fonction  connue  de  t', 
il   faudra,   dans  les   équations  générales  qui   terminent  la  première 

1  ,  dll      ^       /ai  Cl         ô}„,\dax 

section  de  ce  numéro,  augmenter   - —   de      -; — ; — -  )  —7—7   et    en 

'        ^  dck  \àai  ()ck  )   dt 

même  temps  mettre  partout  pour  a,^  sa  nouvelle  valeur. 

Reprenons  enfin  toutes  les  hypothèses  des  sections  2°,  3^^,  4°?  et 
supposons  d'abord  que  a^  soit  le  paramètre  ]i!  par  exemple,  qui 
figure  dans  l'argument  M';  il  faudra,  dans  les  équations  (i5),  aug- 

Ô\\  1  Ô^W      dix'  .  y  ^  ^  ^  J7        -1 

menter  -, —  de ^ '    >  puisque  J.,  est  une  constante;  on  a  d  ail- 

az/c  (JZ/c    dt      ^         ^         "*•" 

leurs,  d'après  la  formule  (10), 

d}^  _  ^ 
~~dr  ~  6M^' 

ce  qui  détermine  Jm  7  à  la  constante  près  (Jm')o' 

Supposons  en  second  lieu  que  a,  soit  le  paramètre  d\  en  tenant 
compte  du  fait  que  les  m  dépendent  de  a\  et  de  ce  que  nous  venons 

de  dire,  il  faudra  augmenter  - —  dans  les  équations  (i5)  de 

àlzi.        àla'  -^din'  (^Jm'\  da' 


da  dzic  A^  da'    âz/,-  /   dt 

On  a  d'ailleurs,  d'après  (10)  et  (12), 

-^=8^'-  [-E^)-2é^'  tJ^''-^J^^')«l' 
ce  qui  détermine  !«'  à  sa  partie  constante  près,  égale  à  /  ^ , yi  t~t 
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MOUVEMENT  D'UN  POINT  MATÉRIEL. 


12.  Reprenons  les  équations  du  mouvement  d'un  point  matériel, 
avec  les  notations  qui  nous  ont  servi  au  n'^  8. 

D'après  le  Chapitre  I,  la  fonction  de  forces  U,  dans  les  problèmes 
que  nous  avons  à  traiter,  contient  toujours  un  terme  d'une  importance 

prépondérante,  de  la  forme—?  en  appelant  /■  le  rayon  vecteur  du 

point  M,  c'est-à-dire  sa  distance  à  l'origine  O  des  coordonnées,  et 
désignant  par  k-  une  constante.  Si  ce  terme  existait  seul,  on  sait  que 
la  trajectoire  de  IVI  serait  plane;  tenant  compte  de  ce  fait,  nous  allons 
faire  un  premier  changement  de  variables  destiné  à  mettre  en  évi- 
dence le  rôle  particulier  du  plan  P  qui  contient  à  chaque  instant  le 
point  O,  le  point  M  et  la  vitesse  V  de  M.  Ce  plan,  qui  serait  fixe  si  U 

se  réduisait  à  —  -,  peut  être  appelé  «  le  plan  de  l'orbite  instantanée 
de  M  ». 

Sur  une  sphère  de  centre  O  passant  par  M  (/i^.   i)  et  supposée 

* 

Fiff.  I. 


comme  nous  le  ferons  toujours  vue  extérieurement,  le  plan  P  a  pour 
trace  un  grand  cercle,  qui  sera  orienté  dans  un  sens  déterminé  ;  son 
pôle  p  en  résulte  sans  ambiguïté  par  la  condition  que  P  soit  orienté 
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par  rapport  k  p  dans  le  même  sens  que  jrj' par  rappprt  à  3,  c'est-à-dire 
dans  le  sens  direct,  qui  sera  toujours,  sauf  avis  contraire,  Je  sens  des 
trièdres  de  coordonnées  que  nous  envisagerons. 

Le  plan  Oxy  est  d'ailleurs  ordinairement  celui  de  l'écliptique  à 
une  certaine  date,  et  l'on  conserve  d'une  façon  générale  toutes  les 
façons  de  parler  correspondantes.  Si  IN  est  l'un  des  nœuds  de  P  sur  xy^ 
l'arc  x'N  est  la  longitude  9  de  ce  nœud,  et  l'angle  oj,  compté  dans  le 
sens  direct,  que  fait  en  N  le  grand  cercle  xy  avec  le  grand  cercle  P, 
est  V inclinaison  de  P  sur  xy.  Les  éléments  9  et  co  déterminent  com- 
plètement la  position  et  l'orientation  de  P.  Sauf  exception  spécifiée 
explicitement,  on  oriente  P  dans  le  sens  du  mouvement  de  M,  et  l'on 
choisit  pour  N  le  nœud  ascendant  de  P;  en  traversant  ce  nœud,  le 
point  M  entre  dans  l'hémisphère  limité  par  xy  qui  contient  z. 

Connaissant  9  et  o),  la  position  du  point  M  est  déterminée  par 
l'arc  NM  =  n,  compté  dans  le  sens  de  l'orientation  de  P  et  dit  argu- 
ment de  la  latitude  de  M,  et  enfin  par  son  rayon  vecteur  OM.  Par 
suite  les  coordonnées  x^  y,  z  s'expriment  à  l'aide  de  /',  u,  9,  to;  et  la 
fonction  U  dépend  des  mêmes  quantités  et  de  t.  Il  est  inutile  pour 
l'instant  de  fixer  les  deux  autres  variables  qu'il  faut  joindre  à  /',  m,  9,  o) 
pour  achever  la  transformation  des  variables  primitives  x^  y,  5, 
x,y',z. 

D'après  ce  que  nous  avons  dit  au  n*^  10,  on  doit,  pour  effectuer  le 
changement  de  variables,  calculer  les  quantités 


Ja=  ^'  —  -+-.r 


dx  ,  ày  ,  dz 


en  désignant  par  a  l'iine  quelconque  des  nouvelles  variables  :  on  a 
pris  ici  K  =  o. 

Si  a  est  l'une  des  variables  non  encore  définies,  on  a  1^=0. 
puisque  x^  j',  z  n'en  dépendent  pas. 

Si  a  est  l'une  des  variables  r,  m,  9,  w,  il  est  clair  que  Ja  n'est  autre 
chose  que  le  produit  géométrique  des  deux  vecteurs  V  et  ¥«,  en  dési- 
gnant par  V  la  vitesse  réelle  de  M,  par  Va  la  vitesse  virtuelle  que 
prend  ^1  quand  on  fait  varier  uniquement  a,  et  cela  de  façon 
que  ûa  ==.  S/,  en  employant  les  notations  habituelles. 

Les  valeurs  de  J^  découlent  immédiatement  de  cette  remarque. 
Si  d'abord  w  varie  seul,  il  en  résulte  pour  M  une  rotation  autour 
de  ON,  et  la  vitesse  \\^  est  le  moment  par  rapport  à  M  d'un  vecteur 
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unité  porté  par  ON  :  ce  moment  est  perpendiculaire  au  plan  OMiN 
ou  P,  et  par  suite  à  la  vitesse  V  qui  est  contenue  par  hypothèse  dans 
ce  plan,  de  sorte  que  Ton  a  Jo)=  o. 

La  vitesse  V^  est  un  vecteur  égal  à  l'unité  porté  par  OM,  de  sorte 
que  J^  est  la  projection  de  V  sur  OM,  c'est-à-dire  la  vitesse  radiale 
de  M,  égale  à  la  dérivée  r'  de  /•  par  rapport  au  temps. 

La  vitesse  V„  est  due  à  une  rotation  autour  de  O p,  et  est  égale  au 
moment  par  rapport  à  M  d'un  vecteur  unité  porté  par  Op  :  elle  est 
donc  égale  à  r,  et  dirigée  suivant  la  perpendiculaire  à  OM  menée  dans 
le  plan  P  par  IM,  dans  le  sens  direct  par  rapport  à  Op  ;  son  produit 
géométrique  par  V,  c'est-à-dire  J,/,  est  par  suite  le  moment  h  de  la 
vitesse  \  par  rapport  à  l'axe  Op. 

Enfin  la  vitesse  V©  est  due  à  une  rotation  autour  de  Oz,  et  est  égale 
au  moment  par  rapporta  M  d'un  vecteur  unité  porté  par  Oz.  Ce  vec- 
teur peut  être  décomposé  en  deux  autres  :  l'un,  égal  àcosco,  est  dirigé 
suivant  Op;  l'autre,  égal  à  sinco,  est  situé  dans  le  plan  P.  Le  moment 
de  ce  derniel'  par  rapport  à  xM  est  perpendiculaire  au  plan  P,  de  sorte 
que  son  produit  géométrique  par  V  est  nul  :  on  doit  se  borner  à  con- 
sidérer le  moment  du  vecteur  cosw  dirigé  suivant  Ojy,  et,  d'après  ce 
qui  a  été  dit  relativement  à  J„,  on  a  Jo=  /i',  en  appelant  h'  la  quan- 
tité h  costo. 

Ceci  nous  montre,  d'après  le  n^  10,  qu'en  associant  aux  variables  /*, 
w,  9  les  quantités  /',  A,  A',  on  obtient  un  nouveau  système  d'équations 
canoniques  pour  déterminer  ces  nouvelles  variables.  Il  n'y  a  d'ailleurs 
pas  lieu  de  conserver  l'argument  de  la  latitude  m,  mais  il  est  préférable 
d'introduire  à  sa  place  la  longitude  dans  r  orbite.,  c,  égale  à  ?< -f- 8  : 
d'après  le  n*^  10,  toujours,  on  n'altérera  pas  la  forme  canonique  si,  en 
même  temps,  on  remplace  la  variable  h'  par  h' —  A,  soit 

Al  r=r   /i(cOSO>  —  l). 

Il  faut  encore  savoir  ce  que  devient  la  fonction  H=  T  —  U  quand 
on  l'exprime  à  l'aide  des  nouvelles  variables,  i^a  force  vive  2T,  c'est- 
à-dire  le  carré  de  la  vitesse  de  M,  est  d'abord  manifestement  égale 

à  r'--\ — -',   quant  à  la  fonction  de  forces  U,  qui  ne  dépend  que  des 

coordonnées  ^,  j',  ^,  et  de  t,  elle  devient  en  premier  lieu  une  fonction 

de  /*,  r,  9,  co,  ^,  et  finalement  de  r,  (^,  0,  -j--,  t^  puisque  l'inclinaison  to 

est  liée  numériquement  a  -z-  • 


(0 
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En  résumé, 

on  a  les  équations 

dt  "  ôr'  ' 

dr' 

dt 

dv        ô\\ 

dt  ~  ôh  ' 

dh 
lit 

]  d^  _  ô\\ 

\  dt        ôh^  ' 

dh, 

dt 
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"  =  i('-'^+^)-u> 


2   \  /' 


u=/(,,,-,o,^,.). 


13.    Comme  nous  l'avons  fait  remarquer,   nous  pouvons  écrire  la 

yr.2 

fonction  de  forces  U  sous  la  forme  —  +  V,  en  mettant  en  évidence 

son  terme  principal  -^  :  la  fonction  V  est  dite  alors  perturbatrice^  car 

c'est  son  influence  qui  trouble  le  mouvement  plus  simple  que  l'on 
obtiendrait  en  ne  tenant  compte  que  du  premier  terme  de  U. 

Il  est  clair,  dans  ces  conditions^  que  nous  trouverons  avantage  à 
prendre  pour  nouvelles  variables  les  constantes  arbitraires  qui  figurent 
dans  la  solution  de  ce  problème  plus  simple  :  en  efTet,  puisque  ces 
quantités  restent  constantes  dans  une  première  approximation  que 
l'on  obtient  en  négligeant  la  fonction  perturbatrice  V,  on  doit  penser 
qu'elles  varieront  peu  quand  on  tiendra  compte  ensuite  de  cette 
fonction  pour  arriver  à  la  solution  exacte.  On  peut  d'ailleurs  aussi 
bien  substituer  à  ces  constantes  d'autres  quantités  équivalentes, 
convenablement  choisies. 

Le  mouvement,  qui  correspond  à  l'hypothèse  où  l'on  réduit  U  à 

son  premier  terme  —  >  est  le  mouvement  képlérien^  c'est-à-dire  celui 

d'un  point  attiré  par  un  centre  fixe  en  raison  inverse  du  carré  de  la 
distance.  C'est  celui  (jue  nous  devons  tout  d'abord  étudier.  Il  faut 
donc  intégrer  les  équations  (i)  quand  on  y  remplace  H  par 

On  voit  en  premier  lieu  que  A,  9  et  h^  sont  alors  des  constantes, 
puisque  F  ne  dépend  aucunement  des  variables  conjuguées;  le  mou- 
vement se  fait  donc  dans   un  plan  fixe  P^  déterminé  par  8  et  /ij,  ou 
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bien  j)ar  6  et  l'inclinaison  co  ;  et  l'intégrale  des  aires  a  lieu  dans  ce 
plan. 

On  voit  en  outre  que  la  fonction  F  est  elle-même  une  constante, 
puisqu'elle  ne  dépend  du  temps  que  par  l'intermédiaire  de  /'  et  /'  : 
c'est  l'application  du  théorème  des  forces  vives. 

A  la  place  de  F  et  /i,  nous  emploierons  encore  deux  constantes 
positives  équivalentes,  p  et  £,  telles  que 


h  =k\/p, 


/-•2 


la  constante  des  aires  li  est  généralement  positive,  c'est-à-dire  que  le 
plan  P  est  orienté  dans  le  sens  du  mouvement;  mais  on  peut  aussi 
bien  la  supposer  négative,  et  ceci  revient  simplement  à  prendre  A 
négativement. 

Les  équations  qui  déterminent  /•  et  r  sont  alors 


dv 
~dt  ~ 


£2)   +   2 


A-'        k^p 


k  yjp 


r2 


l'équation  de  la  trajectoire  est  donc,  en  éliminant  dt^ 


d 


dv 


+  (l  —  £2)_  2 


P 


'^)=-^ 


différentiant,  on  a 


\r  I 


dv^ 


de   sorte    que   ^   est   certainement   de   la    forme    i-4-acos((^'  —  ttt), 

Ti7  étant  une  constante  arbitraire,  et  a  étant  une  constante  positive 
que  Ton  détermine  en  écrivant  que  Téquation  du  premier  ordre  est 
vérifiée,  ce  qui  donne  a  =  s.  Donc 


I  -h  £  C0S(<''   —  w). 


La  trajectoire  est  par  suite  une  section  conique  de  paramètre  p  et 
d'excentricité  £,  ayant  son  fojer  en  O;  si  A  est  le  sommet  situé  sur 
l'axe  focal  et  le  plus  voisin  de  O,  ce  sommet  sera  le  périhélie  quand 
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on  suppose  que  O  est  le  Soleil,  et  cette  façon  de  parler,  que  nous 
conserverons  généralement,  sera  modifiée  suivant  le  cas,  lorsque  nous 
prendrons  pour  O  un  astre  déterminé  différent.  La  constante  d'inté- 
gration m  est  la  longitude  dans  l'orbite  pour  le  point  A,  c'est-à-dire 
la  longitude  du  périhélie;  l'angle  ^  — ■  r^  est  Vanomalie  vraie  w  du 
point  M. 

Si  l'on  introduit  encore  une  constante  a  telle  que 

cette  constante  est  le  demi-grand  axe  de  l'ellipse  trajectoire,  si  l'on 
a  £  <^  1  ;  quand  au  contraire  £  ^  i ,  «  est  le  demi-axe  transverse,  pris 
négativement,  de  l'hyperbole  dont  la  branche  concave  vers  O  est  la 
trajectoire  de  M;  dans  le  cas  de  la  parabole,  on  a  e  =  i ,  et  la  cons- 
tante a  devient  infinie. 

Il  faut  maintenant  déterminer  le  temps  par  l'équation  des  aires 

mais  nous  nous  bornerons  ici  au  cas  du  mouvement  elliptique.  Si  ^ 
et  Tj  sont  les  coordonnées  rectangulaires  qui  correspondent  aux  coor- 
données polaires  /•  et  (ip,  l'équation  de  l'ellipse  trajectoire  est 

et  par  suite  on  peut  poser 

^  =:  /•  cos  w  =^  a{  COS  U  £  ), 


r^  =  r  sin  IV  =  <:«  y/  i  —  £"  sin  u^ 

a  étant  une  nouvelle  variable  auxiliaire  :  c'est  Vanomalie  excen- 
trique dont  l'interprétation  géométrique  est  évidente  d'après  ces  for- 
mules mêmes.  On  a  alors 

„  dv       ^  dt\  d^  .    , ,  ^  du 


faisant  donc  encore 


IL  =  -^!=i  ^=  ka    - 


«v^ 


■2 


on  a  immédiatement 

u  —  esina=:/i(^ — t^), 
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en  désignant  par  ^o  ^1^6  nouvelle  et  dernière  constante  d'intégration. 
Cette  équation  est  V équation  de  Kepler^  qui  relie  le  temps  à  l'ano- 
malie excentrique. 

La  constante  t^  est  l'époque  d'un  passage  au  périhélie,  puisque 
pour  t  =  ^05  on  a  u  ^=  o,  et  par  suite  tp  =  o,  /•  =  a(i  —  e)  ;  /i  est  le 
moyen  mouvement  de  M;  n[t  —  ^o)  en  est  V anomalie  moyenne  g. 
La  quantité  g  -\-  tj5  est  la  longitude  moyenne  l  du  point  M;  et  si  /o 
est  sa  valeur  à  l'origine  du  temps,  c'est-à-dire  la  longitude  moyenne 
de  V époque^  on  substitue  la  constante  /„  à  ^o,  de  sorte  que  l'équation 
de  Kepler  prend  la  forme 

u  —  £  siiw^  =  ^  =  /  —  ns  =  nt  -^  Iq  —  w. 

Les  éléments  du  mouvement  képlérien  elliptique  sont,  suivant  les 

usages  astronomiques,  les  six  constantes  d'intégration  9,  03,137,  £,  Iq^  <7, 

3 
et  l'on  j  joint  le  moyen  mouvement  n  lié  à  a  par  la  relation  n  =  ha  -  ; 
souvent  aussi  on  se  sert  simultanément  du  paramètre />  égal  à  a(i  — £-)  ; 
de  même  on  peut  remplacer  Iq  par  Tanomalie  moyenne  de  l'époque  g^^ 
égale  à  Iq — m.  Dans  le  cas  des  comètes  à  orbites  fortement  excen- 
triques, on  remplace  d'habitude  a  par  la  distance  périhélie  q^  égale 

à  a(\  —  s),  ou  encore  à  — — ;  en  même  temps  on  prend  à  la  place 

de  Iq  l'époque  t^  d'un  passage  au  périhélie,  et  l'on  a  /„-|-/?/o  =  ^- 
Les  constantes  introduites  dès  le  début  par  l'intégration  sont   au 
lieu  de  w,  £  et  rt  : 


h  —  k  /a(i  —  E^),  /il  =  Ji  (  costo  -  - 1),  F  = 


la 


Pour  compléter  les  notions  essentielles  relatives  au  mouvement 
elliptique,  il  nous  suffira  de  faire  actuellement  les  observations  sui- 
vantes. 

Les  trois  anomalies,  moyenne,  excentrique  et  vraie,  g\  m,  (P', 
varient  manifestement  toutes  les  trois  dans  le  même  sens,  quand  on 
les  compte  d'une  façon  continue,  c'est-à-dire  sans  jamais  les  altérer 
d'un  multiple  de  2  7r;  par  suite,  chacune  d'elles  détermine  sans  ambi- 
guïté les  deux  autres.  Pour  t^to^  on  a  g=u  =  o,  et  l'on  peut 
prendre  w  =  o  :  alors  les  trois  anomalies  sont  de  nouveau  égales 
chaque  fois  que  le  point  M  passera  au  périhélie,  ou  bien  au  sommet 
opposé  de  l'ellipse,  appelé  aphélie,  leur  valeur  commune  étant  un 
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multiple  pair  ou  impair  de  t.  suivant  que  l'on  sera  dans  le  premier 
ou  dans  le  second  cas;  et,  en  général,  elles  seront  toujours  comprises 
dans  la  même  demi-circonférence. 

Le  mouvement  est  périodique,  et  symétrique  par  rapport  à  la  ligne 
des  apsides  OA.  Au  point  de  vue  du  calcul,  on  peut  toujours  réduire 
les  trois  anomalies  à  être  comprises  entre  —  tt  et  H--;  et  quand  elles 
sont  positives,  on  a  alors  ^v^ii^g  :  la  seconde  de  ces  inégalités 
résulte  immédiatement  de  l'équation  de  Kepler,  et  la  première  sera 
rendue  évidente  par  l'une  des  formules  que  nous  allons  établir  main- 
tenant. 

Reprenons  les  relations  qui  nous  ont  servi  à  introduire  w,  soit 

[  —  sin(P=i/i  —  e^sifi^/ 

f  —  cos  a>  =  cfts  II  —  e  ; 
,  a 

élevant  au  carré  et  ajoutant,  on  en  déduit  d'abord 

(a   )        '  —    —  \  —  £  COSM, 

a 


sans  ambiguïté  possible,  puisque  les  quantités  —  et   i  —  £COS(^  sont 

positives  toutes  deux. 
Ecrivant  alors 

/'    /  „  W  .     ^   H'  \ 

—  (  cos2 (-•  sin^  —     =1  —  £  cos  u, 

a  \  2  '2  / 


r  /  iv         .    „  <t^ 

—      cos-  —  —  SI  11-  —   )    =  COSU  —  £, 

a  \  1  2 


on  en  déduit,  sans  ambiguïté  encore,  d'après  les  remarques  faites  ci- 
dessus, 


(^) 


il 


//'    .    »'        / .    Il 

;  —  sin  —  =  i/i  -t-  £  sin  —, 
/a         1  1 


I     A      /''  ''^'  / " 

fi/  —  cos  —  =  V  l  —  £  cos  — 

[  y  a        1  2 

d'où  l'on  tire  en  particulier  la  formule 

<*"       .   /  ï  —  £  " 

{b')  tang—  =4/  tang-, 

2  y/      1  —  £  2 
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qui  justifie  l'inégalité  (v  ^  a,  lorsque  ces  deux  angles  sont  compris 
entre  o  et  7t 

Les  premières  formules  donnent  encore 


—  sin  w  =  ^^===.  > 

a  az 

—  cos  u  =  cos  w  -^ 

r  r 


,    a 


remplaçant  dans  le  second  membre  de  cette  dernière  égalité  -  par  sa 

valeur 

a         \  -\-  t  C()S(»' 
Il  —  e- 

on  peut  écrire  finalement 

(a    .  sintp 

—    Sin  W  =    — Tr=:  ) 

y-)  \  ^ 

a                  cos  (T-  --  e 
—  cos  u  =  • 

/■  I  —  £2 

Les  formules  des  trois  groupes  (a),  («'),  (6),  (^'),  (c).  (c' )  seront 
utilisées  tour  à  tour,  suivant  les  circonstances. 

Dans  un  autre  ordre  d'idées,  il  résulte  de  la  nature  du  mouvement 

que  -  est  une  fonction  périodique  paire  de  l'anomalie  moyenne    », 

la  période  étant  27:  :  cette  quantité  est  donc  développable  en  série  de 

Fourier  suivant  les  cosinus  des  multiples  de  o-.  De  même  —  et  la  dif- 

'  *  an 

férence  w  —  ^,  dite  équation  du  centre^  sont  des  fonctions  pério- 
diques impaires  développables  suivant  les  sinus  des  multiples  de  g\ 
L'emploi  de  ces  diverses  séries,  dont  les  coefficients  dé;pendent  de  la 
seule  excentricité  s,  ne  peut  présenter  aucune  difficulté  analytique. 

14.  Transformons  maintenant  les  équations  (i)  comme  nous  avons 
dit  au  début  du  numéro  précédent,  en  prenant  comme  nouvelles 
variables  les  éléments  du  mouvement  elliptique,  soit  par  exemple, 
g-Q,  cj,  9,  a,  £,  A,  ;  ou  plutôt,  puisque  ^0  ne  figure  dans  les  formules 
que  comme  partie  intégrante  de  g^  nous  remplacerons  la  nouvelle 
variable  g-Q  par  l'anomalie  moyenne  ^,  qui  est  un  argument  linéaire 
par  rapport  au  temps,  nt  H-  g-Q,  le  moyen  mouvement  n  étant  lié  à  a 
par  la  relation /i-a^  =  A -.  Gomme  9  et  /l^  forment  un  couple  nette- 
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ment  séparé  de  variables,  il  n'y  a  d'ailleurs  Heu  que  de  substituer  «•,  th, 
(t,  £  à  /•,  V  /•',  Il  dans  les  quatre  premières  des  équations  (  i),  en  con- 
servant les  deux  autres. 

D'après  ce  qui  précède,  dans  le  mouvement  elliptique,  li  est  une 
constante,  tandis  que  /",  r',  et  la  différence  c  —  g  —  m  sont  des  fonc- 
tions périodiques  de  j?  ;  nous  pouvons  donc  appliquer  directement 
tout  ce  que  nous  avons  dit  au  n"  Il  (4°)5  eii  prenant  /',  v  pour  les 
Nariables  Xi,  puis  /'.  ]i  pour  les  j>^/;  les  arguments  M,  N,  ...  se  réduisent 
à  g\  les  arguments  M',  N',  ...  n'existent  pas,  et  il  j  a  un  seul  para- 
mètre a\  soit  A". 

La  fonction  K  étant  choisie  comme  nous  l'avons  vu,  sans  qu'il  soit 
aucunement  nécessaire  de  la  déterminer  effectivement,  et  a  désignant 
1  une  quelconque  des  nouvelles  variables,  on  a 

hi=  [r h/i-7-  )    ; 

\     ciu  Ou  j  0 

si  l'on  fait  a  ^=  a  ou  u  =  s,  il  résulte  de  ce  que  nous  avons  dit  à  la  fin 

du  numéro  précédent  ciue  la  somme  r'  - — \-  li-i—  est  une  fonction  pério- 
•  1  du  Ou  ^ 

dique  impaire  de  g^  et  par  suite  on  a  d'abord 

Ja  =  o,        J.=  o. 
On  a  ensuite 

puisque  m  n'entre  que  comme  constante  additive  dans  l'expression 
de  i'. 

De  plus,  nous  savons  que  la  quantité  J^  s'exprime  à  l'aide  du 
seul  moyen  mouvement  Ji  et  de  «',  de  sorte  qu'on  peut  la  calculer  en 
supposant  nulle  l'excentricité  s;  mais  alors  on  a 

r  —  a,  V  —  g  -\-  w,         h  =  k  /«, 

et  par  suite,  il  vient  immédiatement 

Enfin  la  constante  J  est  égale  à  F,  soit  —  -^• 
Exprimant  F  à  l'aide  de  Jo  et  de  /•,  on  a  donc  encorq, 

r  ^'' 
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de  sorte  que,  d'après  les  formules  (i  j)  du  n*^  11, 
d¥        A*  dF  2A-3       /ûF 


la  première  de  ces  relations  se  vérifie  d'elle-même,   bien  entendu  ; 

,11                                         ôF             oJi      II  , 

quant  a  la  seconde,  en  remarquant  que  ^  = r  '  ^^^^  nous  apprend 

que  le  terme  constant  du  développement  en  série   de  Fourier  de  - 

a  pour  valeur  ^  ,  c'est-à-dire  -•  Ce  résultat  n'est  qu'accessoire  en  ce 

^'  a 

moment;  il  permettra  de  vérifier  toutes  les  autres  propositions  con- 
tenues dans  les  formules  (12)  et  (i3)  du  n*^  11,  la  fonction  G  étant 

,     ,     ,  3  A:2 
e2:ale  a • 


egt 


D'après  le  n*'  10,  nous  voyons  finalement  qu'en  prenant  comme 
variables  ^,  to,  B,  d'une  part,  L,,  J^,  Ih,  d'autre  part,  on  réalise  un 
changement  de  variables  complètement  canonique  dans  les  équa- 
tions (i);  et  l'on  arrive  encore  au  même  résultat  en  remplaçant  g  par 
la  longitude  moyenne  /,  égale  à  «--f-Tïj  à  la  condition  de  remplacer  en 
même  temps  5^  par  J^ — Jo^,  conformément  à  l'observation  finale  de 
ce  même  numéro.  En  posant  donc 

A  =  J^r  =  /{ \fâ  =  /la-,- 

B  =  J^_  J,,  =  A_X:v/â  =  a(v/i  — e-  — i), 
G  =  Al  =  /i(c()sio  —  i)  =  (  A  H-  B)  f  cosc)  —  i),  * 

on  a  les  nouvelles  équations  définitives 


(•^) 


dl 

^H 

^A            ô\\ 

dt 

-^A' 

dt   ~        ôl 

dxs 

(;h 

r/B             dn 

dt 

=  ^B' 

dt                    ()Ts3 

^9 

d\\ 

dC             dU 

dt 

-  dC' 

dt              di) 

Pour  mettre  en  évidence   la  fonction  perturbatrice  V,   il  suffit  de 
remplacer   H    par   F  —  V,    ce    qui    donne    encore,    d'après    ce    qui 
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précède, 


('^) 


'   dk        à\ 
[    dt  ~  dl' 

dl                àV 

Tt  -''     âx' 

I  dB        d\ 
j    dt         àrs 

dw  dV 
dt  "           dB' 

1  dC        àV 

dt    ~  c/0  ' 

d^  àV 
dt    ~           dC  ' 

sous  une  forme  quasi  canonique,  avec 


k'*  à    /  /c* 


A3  dh.  V2A-^ 


On  peut  ensuite,  si  l'on  veut,  et  suivant  les  circonstances,  choisir 
d'autres  variables  se  prêtant  mieux  au  calcul. 


CHAPITUE  IV. 

MOUVEMENT  D'UN  CORPS  SOLIDE  AUTOUR  D'UN  POINT  FJXli 


15.  Nous  avons  vu  dans  le  Chapitre  précédent  comment  se  trans- 
forme le  premier  des  problèmes  fondamentaux  de  la  Mécanique 
céleste,  celui  du  mouvement  d'un  point  matériel,  lorsqu'on  met  en 
évidence  la  partie  principale  de  la  fonction  de  forces.  Nous  allons  dès 
maintenant  faire  de  même  pour  le  second  problème,  celui  du  mouve- 
ment d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe. 

Reprenons  les  notations  du  n°  8,  en  les  précisant  d'abord  sur  une 
figure  sphérique  de  centre  O  {J^g-  2).  Si  G  est  l'un  des  nœuds  de  Er, 

Fig.  2. 


sur  xf,  6  sera  la  longitude  xG  de  ce  nœud,  et  w  sera  l'inclinaison 
de  çTj  sur  xy  en  G;  cp  sera  l'arc  G  H. 

A  la  place  des  variables  canoniques  cp,  »]>,  oj,  cpi,  'i;,,  w,,  utilisées 
précédemment,  adoptons  d'autres  variables,  dont  nous  désignerons 
pour  l'inslant  Tune  quelconque  par  a.  Pour  faire  le  changement,  il 
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faudra  calculer,  en  prenant  K  =  o,  les  quantités 

ôo  d'I)  ()iù 

'     c/a  uoL  éy. 

c'est-à-dire,  d'après  la  définition  de  cSj,  d»,,  w,, 

T  étant  une  forme  quadratique  homogène  de  cp',  -y,  to',  nous  voyons 
donc  que  Ja  en  est  \di  forme  polaire  par  rapport  aux  quantités  c^'^^,  'I/J^, 

/  J  '     •  .        •  •    1  1  ,      .       ,  <^Cp       t^'l'       ()W       ^  I         M  I  1 

(jOqj,  en  désignant  ainsi  les  dérivées  -^  ?  y-,  -p-  Ur,  cp^^,  'fa?  ^a  sont  les 

vitesses  virtuelles  de  cp,  d»,  co  dans  le  mouvement  virtuel  du  corps 
obtenu  en  faisant  varier  uniquement  a,  et  cela  de  façon  que  oa  =  8^  : 
ce  mouvement  virtuel  est  une  rotation  instantanée  autour  de  O,  repré- 
sentée par  un  vecteur  pa,doiit  on  peut  appeler />a,  qr^^  r^X^s  projec- 
tions sur  les  axes  mobiles  O^,  Ot^,  OÇ,  et  par  suite  il  existe  entre  les 
quantités  cpj^,  'l/^^,  (o!^  et  /?„,  ^a,  r^  les  mêmes  relations  linéaires  et 
homogènes  qu'entre  ce',  -y,  w'  et/?,  q^  r. 

Il  résulte  alors  de  la  propriété  d'invariance  absolue  des  formes 
polaires  à  l'égard  des  substitutions  linéaires  que  J^  est  aussi  la  forme 
polaire  par  rapport  à  yo^?  ^l^xi  ''a  ^^  la  fonction  T  exprimée  comme 
forme  quadratique  de/?,  q^  /•;  et  puisque 

on  a 

Joe  =  A/)/7a-+- B^^a -H  C /•/■«. 

Si  enfin  nous  observons  que  A/?,  Bg,  G/'  sont  les  projections  sur  OÇ, 
Otj,  O^  du  vecteur  /i,  moment  résultant  par  rapport  à  O  des  quantités 
de  mouvement  des  difî'érents  points  du  corps,  nous  concluons  que  J^ 
n'est  autre  chose  que  le  produit  géométrique  des  deux  vecteurs  h 
et  05,. 

Cette  remarque  suffit  pour  mettre  en  évidence  le  rôle  prépondérant 
du  vecteur  A,  et  pour  nous  guider  dans  le  choix  des  variables  a.  Ap- 
pelons P  le  plan  perpendiculaire  au  vecteur  A,  orienté  dans  un  sens 
arbitraire;  si  p  est  alors  le  pôle  de  P,  déterminé  sans  ambiguïté 
comme  nous  l'avons  déjà  dit  au  Chapitre  précédent,  le  vecteur  h  est 
porté  par  l'axe  0/j,  et  Ji  désignera  sa  valeur  algébrique.  Le  plan  P  est 
déterminé  par  la  longitude  ^H  ==  9,  d'un  de  ses  nœuds  H  sur  xy^  et 
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par  son  inclinaison  s  en  H  sur  ooy  ;  si  maintenant  K  est  l'un  des  nœuds 
de  ÇYi  sur  P,  la  position  de  P  par  rapport  au  corps  est  déterminée  par  l'arc 
R^  égal  à  y^  et  par  Finclinaison  <7  de  Hri  sur  P  en  K.  Enfin,  pour  achever 
de  déterminer  la  position  du  corps,  il  faut  encore  se  donner  par 
exemple  l'arc  HK,  égal  à  u.  Les  relations  entre  les  angles  d'Euler  ©, 
•i;,  (o  et  les  angles  u,  G,  y,  £,  a-  résulteront  de  la  considération  du 
triangle  sphérique  GHK,  dont  les  cotés  sont  'h  —  8,  cp  —  y,  u  et  les 
angles  respectivement  opposés  a-,  s,  u  —  oj. 

Prenons  pour  les  nouvelles  variables  «,  9,  y,  //,  £,  o-  :  il  est  bien 
aisé  de  calculer  les  J^.  On  a  d'abord  J^:=:o,  puisque  cp,  6,  to  ne 
dépendent  pas  de  A;  on  a  aussi  J£=  o  et  J(7=  o,  puisque  les  vecteurs  pe 
et  p<r  sont  dirigés  suivant  OH  et  OK,  et  par  suite  perpendiculaires  au 
vecteur  Oh.  Enfin,  on  a  J„=  A,  J0=  /i  cosî,  Jy=  h  cosu,  puisque  les 
vecteurs  p„,  po,  p^  sont  des  vecteurs  unités  portés  respectivement 
parOp.Oz.Ol. 

On  a  donc,  d'après  le  n°  10,  un  changememt  complètement  cano- 
nique de  variables  en  associant  à  u^  8,  y  les  nouvelles  variables  A, 
g  =:z  Jicoss.^  k  =  h  cosT.  On  peut  avantageusement  remplacer  a  par 
V  =:  u  -\-  0-|-y^  et  alors  il  faut  associer  à  r,  8,  y  les  variables  conju- 
guées A,  g  —  A,  k  —  h;  mais  nous  garderons  pour  l'instant  u. 

Il  reste  à  savoir  ce  que  devient  la  fonction  H  =  T  —  U,  exprimée  à 
l'aide  des  nouvelles  variables;  d'abord  la  fonction  de  forces  U,  qui  ne 

dépend  que  de  cp,  'h,  to  et  de  t,  devient  une  fonction  de  m,  8,  y,  j» 

ji  et  t,  puisque  £  et  a-  sont  lies  numériquement  aux  rapports  7-  et  -• 

Pour  calculer  T,  remarquons  que  l'on  a,  en  projetant  le  vecteur  h 
sur  OS,  Or.,  OÇ, 

Ap  =  h  s'in  <7  s'in  y,         Bq  =  h  sin(j  cosy,         Cr  =  hcos(J, 

d'après  les  valeurs  évidentes  des  cosinus  directeurs  de  Op  par  rap- 
port aux  axes  mobiles.  Mettons  en  évidence  le  rôle  du  moment  G,  en 
faisant 

G  — A  ,         a,  C  — B 

_^_  =a(i+^),  ___  =  a(i-^). 

On  a  ainsi  pour  les  composantes  de  la  rotation  instantanée  du 
corps 

/?  =  Q  (i -+- a -i-a|5)sinasiny,       ^  =  —(14- a  —  aj3)  sina  cosy,       r  =  ^cosff, 
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et  il  en  résulte  immédiatement 


T  = 


A2  a(/i2—  A2)^ 


en  remplaçant  h-  sin-c  par  //- —  k'-. 
En  résumé,  on  a  les  équations 


(0 


11  = 


dx  _  ^H 

dt  ~  ôk  ' 

dk             dW 

dt    ~       d'i  ' 

du        ù\l 

dt   ~    ôh  ' 

dh  d\\ 
dt              Ou 

dt~  ôg' 

dg        on 

dt   ~        ô^' 

/i2        a(/i2_ 

M  —  a  r.oso.  V 

iC 


'iC 


U=/(«.6,/..f.|.  ')• 


16.  Dans  les  problèmes  que  nous  aurons  à  traiter,  la  fonction  de 
forces  U  est  toujours  très  petite  par  rapport  à  T,  et  doit  être  regardée 
par  suite  comme  une  fonction  perturbatrice.  Mais,  de  plus,  les  coeffi- 
cients a  et  [îi  sont  petits,  et  le  produit  a[3  est  très  petit,  sinon  absolu- 
ment négligeable.  Il  convient  donc  en  réalité  de  joindre  le  terme  en  a 
tout  entier,  ou  du  moins  le  terme  en  y.[i  de  T  à  —  U  pour  en  faire, 
après  changement  du  signe,  la  fonction  perturbatrice. 

Dans  le  premier  cas,  la  fonction  perturbatrice  est 


V=  U 


a(/t2_A2) 


2G 


et  l'on  a 


H  = 


2G 


(I_PC0S2X.), 


V 


si  l'on  néglige  V ,  toutes  les  inconnues  restent  constantes,  sauf  u  qui 

est  de  la  forme  j^t-i-Uf^,  Uq  étant  une  constante  :  le  mouvement  du 

corps  est  une  rotation  permanente  autour  de  Op.  Pour  tenir  compte 
de  V,  il  n'y  a  pas  lieu  d'appliquer  la  méthode  de  la  variation  des 
constantes,  qui  conduirait  à  conserver  les  mêmes  variables;  la  fonc- 
tion perturbatrice  se  met  d'elle-même  en  évidence  dans  les  équa- 
tions (i). 
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Dans  le  second  cas,  on  prend  pour  fonction  perturbatrice 


et  l'on  a 


V   =  U  H — -^ C0S2  7, 


si  l'on  néglige  V,  les  inconnues  sont  encore  des  constantes,  sauf 

h ,  ^  /i  a  ^ 

Uq,  '/o  étant  des  constantes  :  le  vecteur//  est  fixe  en  grandeur  et  direc- 
tion, les  angles  u  et  -^  varient  proportionnellement  au  temps.  Comme 
ci-dessus,  il  n'y  a  pas  lieu  d'appliquer  la  méthode  de  la  variation  des 
constantes  pour  tenir  compte  de  la  fonction  perturbatrice  V,  qui  se 
met  d'elle-même  en  évidence  dans  les  équations  (i). 

Traitons  cependant  le  problème  dans  l'hypothèse  où  l'on  néglige 
d'abord  seulement  U,  afin  de  montrer  encore  une  fois  l'application 
des  méthodes  générales  du  Chapitre  II,  lorsque  ensuite,  pour  tenir 
compte  de  cette  fonction  perturbatrice,  nous  prendrons  comme  nou- 
velles variables  les  constantes  arbitraires  de  la  solution  du  problème 
réduit,  ou  des  quantités  équivalentes. 

Il  faut  donc  intégrer  les  équations  (i)  lorsqu'on  y  remplac  H  par 

* 

c'est  l'étude  du  mouvement  bien  connu  d'un  corps  soustrait  à  toute 
action  extérieure,  autour  d'un  point  fixe. 

Tout  d'abord,  0,  »,  h  sont  des  constantes,  de  sorte  que  le  vecteur  A 
est  fixe  en  grandeur  et  direction;  de  plus,  la  fonction  F  est  elle-même 
constante,  d'après  le  théorème  des  forces  vives. 

En  appelant  s  une  nouvelle  constante  liée  à  fi  et  F  par  la  relation 

-j-^  =1  4-  a(i  — 32U,n25, 

et  n'oubliant  pas  que  k=  h  cost,  on  a,  d'après  la  valeur  de  F, 

(i  —  B  C0S2/)  singer  =  (  i  —  ^2 ^  sin'-5. 
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OU  !)ien 

si n 2 a  si n-/         sin-acos^y 


=  SI  11' s  : 


I-  ^  r-+-  ^ 

on  peut  donc  poser,  en  introduisant  une  variable  auxiliaire  )v. 


si  11  a  siii/  =  y/i  —  ^  sin^  siiiX, 
sincrc()S/_  =  /i  -4-  [i  sin^  cosX, 

et  ces  relations  donnent  encore 

singer -f^  =  */,__  32  sin^s 

dt        "  '  dt 


cos  j  =  cos^  sj  \  —  y  la  II  g- s  cosaX. 
Gomme  d'après  les  équations  (i)  on  a 

df  y.  Il 

-jj  "= ^cosafi—  [icos'27), 

il  vient,  en  faisant  ^' -=.  ^^  tang-5, 


dk  a/icossy/i  —  ^2 


v/i  —  p'  cos'^X  ^ 

L'angle  constant  s  est  toujours  en  réalité  très  petit,  et  par  suite  [îi  est 
extrêmement  petit,  de  sorte  qu'il  n'y  a  pas  lieu  de  faire  usage  de  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques  pour  intégrer  rigoureusement  l'équa- 
tion précédente. 

Le  coefficient  de  d\  se  développe  sans  peine  en  série  deFourierde 
la  forme 

«0(1  -t-  '^«1  t^'  COS2X  H-  4  «2  ^'^  C0S4  X  -+-.  .  .), 

les  coefiicients  «o?  <^i7  <^2j  ••  •  étant  eux-mêmes  des  séries  ordonnées 
suivant  les  puissances  de  [ii-,  et  le  premier  terme  de  a^  étant  i . 
Désignant  alors  par  l'^  une  constante  arbitraire,  et  faisant 


il  vient 

/'=  X  -f-  rti3'sin2X  +  cuj^"^  sin4/'-f-.  . ., 
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d'où  l'on  tire  inversement 

X  = /'-h^,p'sin2/'+è2psin4/'^-..., 

les  coefficients  6,,  h 2,  .  •  •  étant  analogues  à  «<,  a-i, 

On  peut  remarquer,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'insister,  l'analogie 

qui  existe  entre  2/',  2).,  2y,  d'une  part,  et  les  anomalies  moyenne, 

excentrique  et  vraie  dans  le  mouvement  elliptique;  mais  l'équation 

analogue  à  celle  de  Kepler  est  moins  simple. 
On  peut  calculer  y  par  la  formule 

qui  donne,  comme  on  sait, 

/  =  À  -h  Cl  |3  sinaX  -h  C2  ^'^  sin  4  X  -h 

les  coefficients  c^,   Ca,   ...    étant  des   séries   ordonnées   suivant   les 
puissances  de  3-  ;  il  en  résultera 

'/  =  /' -4-^1  Psin2/'+r/2  .S^sin  4 /'  +  ..., 

les  «?, ,  t/2,    ...    étant  semblables  aux  c,,  C2,    ...    et  dépendant  en 
outre  de  tang-5. 

La  variable  /\,  ou  plutôt  coscr,  est  donnée  par  la  formule 

C  d\ 

d'où 

cos  5 
cosa  =  — —  (i  H-  2^1  [3'  005  2/'+  f\b^'^''^  cos4/'  +  .  .  .); 

on  a  aussi,  afin  de  pouvoir  calculer  les  composantes  de  la  rotation 
instantanée  du  corps  et  éviter  le  calcul  direct  de  y, 


sina  sin/  ~  y/i  —  |3  sin.v(eo  sin/'n-  ex  [i'  sin3/'-4-  e^'^''^  sin5/'H-. .  .), 


sina  cos/  =  y/i  -+-  ^  sin5(/o  cos/'-i-/i  3'  cos3 /' H- /^  [i'-cos5 /'-+-. .  .)^ 

les  coefficients  ^q,  e,,  .  .  . ,  ^q,  y, ,  ...  étant  ici  des  séries  ordonnées 
suivant  les  puissances  de  P',  avec  i  comme  premier  terme  pour  <?o 
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Enfin  déterminons  w,  ou  ])lutôt  ^'  =  ï^  -f-  y  -|-  Q  ;  on  a 
dv        du        d'f         II        y.  h 


dt         dt         dt         C         C 


(i  —  coscr)  (i  —  p  cos2/_) 


ij  ij  I 


cosa 


sin-  s 

1 


comme  on  voit  en  remplaçant  i  —  p  cos  2 y  par  sa  valeur  (i  —  ^^)  -r-^ 
Désignons  donc  encore  par  Iq  une  constante  arbitraire,  et  faisons 

/i       ÀOLà  ^        „^  .  „  5  ,  , 

on  aura  pour  ('  un  développement  de  la  forme 

^'07  g'\-)  gi-,  •••  étant  encore  des  séries  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances de  ^'-,  dont  les  coefficients  dépendent  en  outre  de  cos5,  et  ^0 
ayant  i  pour  premier  terme. 

Si  dans  les  calculs  précédents  on  néglige  le  carré  de  [S',  on  aura 
simplement 

4 
sin  a  sin/  =  y/ 1  —  |3  sin5     (  i  —  -^  j  sin  /' —  ■!—  sin3/'    , 

sin  a  cos  y  =  y/  i  -+-  [i  sin  5     (  '  -^  -^  )  ct>s/' —  -^  cos  3/'    , 

cos  T  =  cos  ,S  1    T  —  ^—  COS  2  /    1  , 

v=l—^J\—^'^  tang2_sin'2/'. 
4  2 

17.  Comme  nous  l'avons  déjà  fait  remarquer,  on  peut,  sans  changer 
la  forme  des  équations  (i),  j  remplacer  u  par  c,  et  en  même  temps  Â 
par  A-,  =  k  —  h=^  h{i  —  coso-),  g  par  g^=:i  g  —  A  =  /i(cos  £  —  ^)\^^ 
Ton  a  alors 

F  =  — :., (i—  acos2/).         H  =  r — U. 

2L  2ti  ' 

Transformons    alors    ces    équations    en    prenant    comme   nouvelles 
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variables  les  constantes  /^,  l'^^  9,  //,  5,  «,,  par  exemple,  du  mouvement 
que  nous  venons  d'étudier;  ou  plutôt,  au  lieu  de  /<,,  /J,,  les  arguments  /, 
/'  égaux  à  nt-\-  /o,  ii' t-\-  l'^.  Gomme  0  et  g^  forment  un  couple  nette- 
ment séparé  de  variables,  il  n'y  a  lieu  que  de  s'occuper  des  quatre 
premières  équations  (i),  en  j  remplaçant  (^,  y,  A,  k  par  /,  /',  h,  s. 

Dans  le  mouvement  simple  qui  correspond  à  H  =  F,  la  variable  h 
reste  constante,  k^  ou  A(cost —  i)  est  une  fonction  paire  de  /',  tandis 
que  y  et  la  différence  r  —  /  sont  des  fonctions  périodiques  impaires 
de  /' ;  d'ailleurs  les  développements  trigonométriques  de  ces  fonctions 
ne  dépendent  que  de  la  constante  s,  et  il  en  est  de  même  des  rap- 
ports jj  Y'  ^^^  peut  donc  appliquer  directement  tout  ce  que  nous 
avons  dit  au  n*^  11  (4")'  ^^^  prenant  ç^,  y  pour  les  variables^/,  et  A,  A", 
pour  les  y/;  les  arguments  M,  N,  ...  sont  /,  /';  M',  N',  . . .  n'existent 
pas,  et  il  en  est  de  même  des  paramètres  a',  ...,  si  l'on  regarde  C, 
a,  p  comme  des  constantes  purement  numériques. 

La  fonction  K  étant  convenablement  choisie,  et  u  désignant  l'une 
quelconque  des  nouvelles  variables,  on  a 

\     ou  Ou  /o 

il  en  résulte  tout  d'abord  immédiatement  J/;=  o,  .1/=  A;  on  a  aussi 
Jç=:o,  puisque  à- — |-Ai-p  est  une  lonction  périodique  impaire 
de/'. 

D'autre  part,  la  constante  J  est  égale  à  F,  et  il  en  estde  même  de  G  ; 

en  effet,  la  somme  Vj^/-^  ou  ^J^'T"  ^^^  égale  à  2  F,  puisque  F  est 
une  forme  quadratique  homogène  de  h  et  de  A',  ;  et  par  suite,  ladiffé- 
rence  y,yi—j7  — F,  dont  la  partie  constante  est  précisément  G  en 
général,  se  réduit  ici  à  F. 

La  première  des  formules  (12)  du  11°  Il   donne  alors,   en  faisant 

«  =  /i, 

OF  _  an  du' 

c'est-à-dire,  d'après  la  façon  dont  F,  /i,  /z/  dépendent  de  A, 

>F  =^  n.]/-h  n'h- 


Gomme  on  a 

2CF 


-  =  IH-  a(i  — 32)<;in2  5. 
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il  en  résulte 

2  F  —  iiJi  ,    ; — -,  /         I — s-,.\ 

J/'=  -, ^  a^h^ \  —  [3-'(cos;?  — I)  (  iH ^     , 

n  \  coss   j 

«0  et  ^0  étant  les  coefficients  précédemment  définis  dont  la  différence 
avec  l'unité  est  de  l'ordre  de  [j-tang''5.  Si  l'on  néglige  ces  différences, 
on  trouve  sans  peine 

F  =  ^f  J;--  '^a  v/7=:^J/Jr-  aJ^]  ; 

mais  cette  expression  n'est  d'aucune  utilité  réelle. 

D'après  le  n"  10,  nous  voyons  finalement  que  l'on  réalise  un  chan- 
gement de  variables  complètement  canonique  en  associant  aux 
variables  /,  /',^  l^s  trois  suivantes  : 

les  nouvelles  équations  définitives  étant 


(•^ 


dl 

<m 

^p 

dU 

dt 

-  OV  ' 

dt 

(il 

dl' 

ÔW 

d?' 

d\\ 

dt 

-dp'' 

dl 

ôi 

di) 
dl 

dQ 
dt 

Pour  mettre  en  évidence  la  fonction  perturbatrice  U,  il  suffit  de 
remplacer  H  par  F  —  U  ;  en  se  souvenant  que  la  fonction  F  peut  s'ex- 
primer à  l'aide  des  seules  quantités  P  et  P',  et  que  n  et  n  en  sont 
alors  précisément  les  dérivées  partielles,  on  a  les  nouvelles  équations 
quasi  canoniques 


(3) 


^P 

dt 

dl 
dt 

=  ''    .p  ' 

dP' 

dt 

dl' 
dt 

=  '*    ^p" 

dQ 
dt 

dO 

dt 

àU 

Il  sera  facile  ensuite,  si  l'on  veut,  de  choisir  d'autres  variables, 
mieux  appropriées  aux  circonstances  réelles  du  problème. 


LIVRE  II. 


ETUDE  PRATIQUE  DU  MOUVEMENT  KÉPLÉRIEN 
ET  DE  SES  PERTURRATIONS. 


CHAPITRE  V. 

DÉTERMINATION  DES  POSITIONS  HÉLIOCENTRIQUES  ET  GÉ0CENTRIQUE5. 


18.  Il  résulte  du  Chapitre  III  que  l'on  peut  toujours  représenter  le 
mouvement  du  point  M  comme  un  mouvement  képlérien,  dont  les 
éléments  sont  généralement  variables  avec  le  temps.  A  chaque  instant  i, 
les  coordonnées  de  M  et  les  projections  de  sa  vitesse  s'expriment  par 
les  formules  mêmes  du  mouvement  képlérien,  comme  si  les  éléments 
étaient  fixes.  Si  donc  on  désigne  par  ((?o)  l'ensemble  des  éléments  à 
l'époque  ^05  et  par  Mq  un  point  fictif  dont  le  mouvement  serait  le  mou- 
vement képlérien  proprement  dit  déterminé  parles  éléments  constants 
(co),  le  point  réel  M  et  le  point  fictif  M^  ont  à  l'époque  ûq  même 
position  et  même  vitesse,  de  sorte  qu'en  particulier  leurs  trajectoires 
sont  alors  tangentes.  On  dit  que  les  éléments  (^o)  sont  les  éléments 
képlériens  oscillateurs  de  la  trajectoire  de  M  au  temps  ^y,  ou  que  la 
section  conique  définie  par  (e^)  est  l'orbite  képlérienne  osculatrice 
au  mouvement  réel  de  M;  cependant  le  contact  entre  cette  orbite 
et  la  trajectoire  réelle  de  M  n'est  pas  d'un  ordre  supérieur  au  premier. 

Quand  on  néglige  complètement  la  fonction  perturbatrice  V,  le 
mouvement  de  M  est  un  mouvement  képlérien  proprement  dit,  c'est- 
à-dire  à  éléments  constants;  et  cette  première  approximation  pourra 
suffire  pendant  quelque  temps.  Le  plus  souvent,  on  choisira  pour  ces 
éléments  constants  les  éléments  osculateurs  à  une  époque  Cq  voisine 
de  la  période  de  temps  considérée. 

Nous  allons  montrer,  dans  ce  Chapitre,  comment  on  peut  déter- 
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miner  à  chaque  instant,  d'une  façon  appropriée  aux  usages  astrono- 
miques, les  positions  héliocentrique  et  géocentrique  d'une  planète  ou 
d'une  comète  dont  l'orbite  képlérienne  est  connue  par  ses  éléments. 

19.  Les  notations  précédemment  introduites  recevront  ici  quelques 
modifications,  indiquées  par  l'usage. 

Les  éléments  de  référence  Oxyz,  orientés  dans  le  sens  direct,  sont 
déterminés  par  le  Soleil,  et  par  l'écliptique  et  l'équinoxe  moyens 
d'une  certaine  date  indiquée,  généralement  le  commencement  d'une 
année  tropique  :  l'origine  O  est  le  Soleil,  l'axe  O^  est  dirigé  vers 
l'équinoxe,  le  plan  xOy  est  celui  de  l'écliptique. 

La  longitude  du  nœud  ascendant  et  l'inclinaison  de  l'orbite  sont  XS 
et  i\  l'angle  i  est  positif  et  inférieur  à  t:,  évidemment  aigu  ou  obtus 
suivant  que  le  mouvement  de  M  en  longitude  est  direct  ou  rétrograde. 
La  longitude  du  périhélie  est  w,  mais  on  lui  substitue  souvent  l'élé- 
ment équivalent  (0,  égal  à  la  différence  tj5  —  2?,  c'est-à-dire  à  la  distance 
du  périhélie  au  nœud. 

L'orbite  étant  supposée  elliptique,  son  excentricité  sera  e  ou  sincp; 
si  a  est  le  demi-grand  axe,  le  paramètre  p  est  égal  à  a[\  —  e'^)^  la 

distance  périhélie  q  est  a(^\  — ■  e)  ou  — —  •  Le  moyen  mouvement  ji 

vaut  ka  ^;  les  anomalies  vraie,  excentrique  et  moyenne  à  un  instant 
quelconque  t  sont  respectivement  p,  w,  M;  le  rayon  vecteur  est  r.  Le 
sixième  élément  de  l'orbite  est  la  longitude  moyenne  l^Âe  l'époque, 
ou  plutôt  l'anomalie  moyenne  de  l'époque,  soit  /„  —  tiî  ou  M„  ;  c'est  la 
longitude  moyenne  ou  l'anomalie  moyenne  à  une  certaine  date  fixée, 
^0,  dite  époque^  qui  est  le  plus  souvent  la  date  même  de  l'osculation, 
c'est-à-dire  celle  pour  laquelle  les  éléments  sont  osculateurs. 

Dans  certains  cas,  il  convient  de  prendre  pour  époque  la  date  T 
d'un  passage  au  périhélie,  de  sorte  que  M„=  o,  et  celte  date  est  alors 
le  sixième  élément  de  l'orbite. 

La  durée  R  de  la  révolution  sidérale,  c'est-à-dire  le  temps  nécessaire 

pour  parcourir  l'orbite  entière,  est  ^-  ou  -r  a^ - 

n  K 

D'après  le  Chapitre  I,  on  doit  prendre  pour  k-  la  quantité 
en  désignant  par  /  le  coefficient  d'attraction,   par  tuo  la  masse  du 
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Soleil,  et  par  m  la  masse  du  corps  dont  on  étudie  le  mouvement; 
quand  il  s'a«^lt  d'une  grosse  planète  possédant  des  satellites,  il  faut 
entendre  par  m  la  masse  totale  du  système  ainsi  formé  ;  quand  il  s'agit 
d'une  petite  planète  ou  d'une  comète,  on  doit  faire  7?2  =  o.  La  racine 
carrée  k  de  A-  est  prise  positivement  en  général,  comme  nous  l'avons 
déjà  dit. 

Les  unités  sont  choisies  de  la  façon  suivante,  sauf  exceptions  spéci- 
fiées. L'unité  de  masse  est  celle  du  Soleil,  de  sorte  que  /?io=zi; 
Tunité  de  temps  est  le  jour  solaire  moyen,  de  sorle  que  Ji  est  le  moyen 
mouvement  diurne.  Quant  à  l'unité  de  longueur,  c'est  en  principe  le 
demi-grand  axe  de  l'orbite  terrestre,  supposée  képlérienne,  de  sorte 
que  si  A  est  la  durée  de  l'année  sidérale  en  jours  moyens,  et /?z  la 
masse  du  système  Terre-Lune,  on  doit  avoir  par  ce  qui  précède 

A  =  .^  ou  vy  = 


\//(  i-\-  m)  A  y/ 


1  -+-  ni 


le  coefficient  d'attraction  est  ainsi  déterminé. 

Mais,  en  raison  de  l'incertitude  avec  laquelle  sont  connues  les 
quantités  A  et  surtout  m,  on  ne  saurait  avoir  ainsi  une  valeur  précise 
pour/.  Suivant  alors  la  marche  inverse,  on  a  adopté  pour/ le  nombre 
déterminé  par  Gauss,  qui  correspond  à 

I 


A.  =  365, -2  563835,         m  = 


354710 


et  l'unité  astronomique  de  longueur  est  maintenant  définie  comme 
étant  le  demi-grand  axe  d'une  ellipse  képlérienne  décrite  par  une 
planète  de  masse  infiniment  petite,  la  durée  de  la  révolution  sidérale 

étant  ^,  c'est-à-dire  encore,  le  moyen  mouvement  diurne  étant  y//  : 

cette  unité  est  très  voisine  de  la  distance  moyenne  du  Soleil  à  la 
Terre. 

D'après  le  calcul  de  Gauss,  on  a 

log  v{7  —  2,>.3558i44i4; 

il  s'agit  ici  bien  entendu  de  logarithmes  décimaux,  que  nous  repré- 
senterons toujours  de  cette  même  façon. 

Toutes  les  fois  qu'il  s'agit  d'une  petite  planète  ou  d'une  comète,  on 

a  précisément  k  =  s//  ',  sinon,  k  =  y//  \/i  -\~  m . 
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,  Comme  il  est  usuel  d'exprimer  n  en  secondes  d'arc,  il  convient 
d'avoir  aussi  la  valeur  de  /r  exprimée  de  cette  façon.  soitA^';  en  repré- 
sentant, comme  d'habitude,  un  nombre  par  son  logarithme  placé 
entre  crochets,  on  a 

/>:"=  /i-H  /?i[3,55ooo65746]. 

Si  l'on  vient  à  prendre  comme  unités  une  masse,  un  temps  et  une 
longueur  mesurés  respectivement  par  ni\  t' ^  a'  avec  les  unités  précé- 
dentes, la  valeur  de/ deviendra/',  et  l'on  aura 

puisque  les  dimensions  de  la  grandeur/ sont  évidemment  données 
par  la  formule  symbolique 

[L]3[M]-i[TJ-2. 

Si,  par  exemple,  on  voulait  avoir /'=  i,  en  conservant  les  unités 
ordinaires  de  lonoueur  et  de  masse,  il  faudrait  prendre  i'=  -;z^>  de 
sorte  que  l'unité  de  temps  serait  58,i32.  .  .  jours. 

!20.  Pour  résoudre  le  problème  proposé,  il  faut  tout  d'abord  déter- 
miner l'anomalie  vraie  et  le  rayon  vecteur  en  fonction  du  temps  :  dans 
la  solution  de  cette  question  interviennent  les  éléments  a,  <?,  M^  ou 
leurs  équivalents,  qu'on  peut  qualifier  àHntrinsèques. 

La  connaissance  du  temps  est  remplacée  par  celle  de  l'anomalie 

moyenne 

M  =  ;i(^  —  ^o)  + Mo; 

et,  d'après  ce  que  nous  avons  déjà  vu,  il  est  nécessaire  de  passer  par 

l'intermédiaire  de  l'anomalie  excentrique  u^  liée  à  M  par  l'équation 

de  Kepler 

u  —  e  sin  u  =  M. 

C'est  cette  équation  transcendante  qu'il  faut  résoudre  en  premier  lieu  ; 
ç  et  /•  se  déduiront  ensuite  sans  peine  de  u. 

Le  problème  admet  une  seule  solution,  les  trois  anomalies  variant 
toujours  dans  le  même  sens,  étant  toujours  comprises  dans  la  même 
demi-circonférence,  et  changeant  de  signe  en  même  temps.  On  ne 
restreint  donc  pas  la  généralité  en  les  supposant  pour  un  instant 
positives  et  inférieures  à  tc. 
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La  fonction 

f(a)  =  LL  —  e  si  n  a  —  M 

croît  alors  constamment  depuis  — M  jusqu'à  tz  —  M  quand  u  varie 
de  o  à  TT,  et  ses  dérivées  première  et  seconde  restent  toujours  posi- 
tives; de  plus,  on  a  les  inégalités 

/(M)<o,        f{U+e)>o. 

Si  donc  on  applique  à  la  résolution  de  l'équation /(w)  =  o  la  méthode 
d'approximation  de  Newton,  en  partant  d'une  valeur  approchée  u  de 
la  racine,  supérieure  à  M  et  inférieure  à  M  +  e  comme  à  tt,  on  trouvera 
une  nouvelle  valeur  approchée 


u    :=    u  


j'ilO 


plus  grande  que  la  racine;  et  si  l'on  continue  l'application  delà  même 
méthode  en  partant  de  cette  nouvelle  valeur  u' ,  on  tendra  rapidement 
vers  la  racine,  par  valeurs  plus  grandes  d'ailleurs.  Si,  exceptionnelle- 
ment, la  valeur  u'  était  supérieure  aux  limites  M  -|-  e  et  ti  (ce  qui  ne 
peut  arriver  que  si  la  valeur  initiale  de  u  est  inférieure  à  la  racine), 
il  est  clair  qu'il  faudrait  la  rejeter  et  lui  substituer  la  plus  petite  des 
limites  ci-dessus. 

Il  est  à  peine  utile  de  dire  qu'à  chaque  nouvelle  approximation,  on 
adoptera  non  pas  la  valeur  exacte  fournie  par  l'approximation  précé- 
dente, mais  la  valeur  la  plus  voisine,  choisie  de  façon  à  rendre  toute 
interpolation  inutile  dans  l'usage  des  tables. 

Les  angles  ?/,  r,  M  sont  pratiquement  évalués  non  pas  en  radians, 
mais  en  degrés,  minutes  ou  secondes.  Soit  généralement  R  la  valeur 
du  radian  exprimé  avec  cette  même  unité  (R*",  R'  ou  R",  suivant  le 
cas);  la  formule  ci-dessus  doit  être  écrite  sous  la  forme  définitive 

,  IM  -h  e  R  s^ïnu  —  u 

a  =  u  -h 


i  —  e  cos  u 


En  l'absence  de  tout  renseignement  sur  la  racine  cherchée,  on 
prendra  une  première  valeur  approchée  comme  il  a  été  dit  ci-dessus, 
en  cherchant  à  vue  à  vérifier  l'égalité 

t^  =  M  -h  eR  s\nu. 
11  suffit  d'écrire  quelques  chiffres  pour  obtenir  une  valeur  appro- 
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chée  à  une  ou  deux  minutes  près.  On  peut  aussi  s'aider  de  tables  ou 
d'abaques  appropriés  pour  obtenir  du  premier  coup  une  valeur  plus 
ou  moins  approchée.  La  Table  1  des  pages  71  et  -a  peut  servir 
à  cet  usage  :  mais  son  objet  principal  est  de  montrer  la  variation 
simultanée  des  trois  anomalies  du  mouvement  elliptique.  Les  argu- 
ments de  la  Table  sont  l'anomalie  vraie  ç  qui  varie  de  lo*'  en  10", 
depuis  o*'  jusqu'à  180^,  et  rexcentricité  qui  reçoit  les  valeurs  o,o5, 
0,10,  .  .  .^  OjQ^,  se  succédant  de  o,o5  en  o,o5.  Cette  Table  n'étant 
destinée  qu'à  servir  d'indication,  l'erreur  des  valeurs  de  11  et  de  M 
que  l'on  j  trouve  peut  quelquefois  dépasser  un  demi-dixième  de 
degré. 

Quand  on  a  trouvé  la  racine  u  de  l'équation, de  Kepler  avec  l'ap- 
proximation désirée,  on  aura  /•  et  ç  par  les  formules  (a)  ou  (b)  du 
Chapitre  III,  savoir 


(I) 

ou  bien 


/■    . 

—  sinp  =  coscp  sjna, 
a  ' 

r 

-  cosi^  =  cos  u  —  e, 
a 


.   //•    .     P  / .     u 

i/  —  sin-  =  v/i-l-^  sin  —  » 

(.)  '*/«     ' 


—  cos—   =  l/l  —  eCOS_ 

a         1  -x 


on  peut  encore  employer  le  système  équivalent 

\ 


r 

-  =  I  —  e  cos  u, 
,  a  ' 

(3) 

p  —  u         .     9    .       .    /Cl 
—  c,n  -i-  sm  iii  /  —  ; 

2  y    r  ^ 


sin =  sin  -i- 


la  première  de  ces  relations  a  été  établie  précédemment,  et  la  seconde 
résulte  immédiatement  d'une  combinaison  évidente  des  équations  (2)  y 
puisque  l'on  a 

v/i-i-e  —  y/i  —  e  =  1  sin  -  • 

On  choisira  le  système  qui  donnera  la  plus  grande  précision,  en 
général  le  troisième,  si  l'angle  cp  est  de  grandeur  médiocre;  et  l'une 
quelconque  des  autres  formules  pourra  servir  de  vérification. 
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u 
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■1 
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V 

u 

M 

u 

M 

u 

M 

u 

M 

u 

M 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 
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V 

a 

M^ 

u 

M 

u 

M 

u 

M 

u 

INI 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

o.  .  , 

0,0 

0,0 

0,0 

0,0 

0,0 

0,0 

0,0 

0,0 

0,0 

0,0 

10.  .  . 

5,8 

2,9 

5,4 

2,4 

5,0 

2,0 

4,6 

1,6 

4,2 

I,:; 

20.  .  . 

II  ,6 

-'>,9 

10,9 

4,9 

10,1 

4,1 

9,3 

3,3 

8,5 

2,6 

3o... 

.       17, G 

8,9 

16,4 

7,5 

i5,3 

6,2 

14, 1 

5,0 

12,8 

3,9 

4o... 

•       23, ,7 

12,2 

22,2 

10,3 

20,6 

8,5 

19,0 

6,9 

17,4 

5,4 

5o... 

3o,i 

i5,8 

28,2 

i3,3 

26,2 

1 1 ,0 

24,2 

9,0 

22,2 

7'" 

6o... 

.       36,9 

19,7 

34,6 

16,7 

32,2 

i3,9 

29,8 

11,3 

27,3 

8,9 

70... 

.     44,0 

24,1 

4i,3 

20,5 

38,6 

17,1 

35,7 

i4,o 

32,8 

11,1 

80... 

5i,7 

29,2 

48,7 

25,0 

45,5 

21 ,0 

42,3 

17,2 

38,8 

i3,7 

90... 

60 , 0 

35,2 

56,6 

3o,3 

53, 1 

25,6 

49,5 

2 1 , 2 

45,6 

16,9 

100. . . 

•       69,1 

42.3 

65,4 

36,8 

61,6 

3r,3 

57,5 

26,  ( 

53,2 

21,1 

110,.. 

•       795<> 

5o^9 

75,2 

44,7 

71,1 

38,5 

66,7 

32,5 

61,9 

26.5 

120. . . 

90,0 

61,4 

86,0 

54,6 

81,8 

47,8 

77,2 

4o,9 

72,1 

33,9 

i3o. . . 

102,1 

74,1 

98.3 

67,1 

94,  ^> 

59.7 

89,3 

52  , 1 

84,0 

44,1 

i4o... 

1 1 5 ,  .0 

89,7 

III. 9 

82,7 

i"7-9 

7,5,2 

io3,4 

67,1 

98,2 

58,5 

i5o.. 

1 3o ,  2 

108,3 

127,1 

102,0 

123.6 

95,0 

119,6 

87,2 

ii4,9 

78,6 

1 60 . . . 

.     146,0 

i3o,o 

143,8 

125,  I 

1 4 1 , 1 

119,6 

i38,i 

1 1 3 , 2 

i34,5 

io5,S 

170... 

.     162,8 

i54,3 

161,6 

i5i  ,6 

160,2 

i48,5 

i5S,5 

144,8 

i56,5 

i4o,5 

ï8o, . . 

1 80 , 0 

180,0 

180,0 

180,0 

1 80 , 0 

1 80 , 0 

1 80 , 0 

1 80 , 0 

180,0 

180,0 

e  = 

0,75 

e  = 

0,80 

e  = 

0,85 

e  = 

0,90 

e  = 

0,95 

i> 

u 

M 

u 

M 

u 

M 

u 

M 

II 

M 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0. . . 

0,0 

0,0 

0,0 

0,0 

0,0 

0,0 

0,0 

0,0   * 

0,0 

0,0 

10. . . 

3,8 

0,9 

3,3 

«w 

2,9 

0,4 

2,3 

0,2 

1,6 

(),! 

20, . , 

•         7:6 

1,9 

6,7 

1,4 

5,7 

f^,9 

4,6 

0,5 

3.2 

0,2 

3o... 

1 1 ,6 

3,0 

10,2 

2,1 

8,7 

1,3 

7,0 

0,7 

4,9 

0,3 

40... 

.     ir),7 

4,1 

i3,8 

2,9 

11,8 

1,8 

9,5 

1,0 

6,7 

0,3 

5o. . . 

20,0 

5,3 

17,7 

3,8 

i5, 1 

2,4 

12,2 

1,3 

8,5 

0,5 

60... 

.       '4,6 

6,7 

2  1,8 

4.8 

18,7 

3,1 

i5,i 

1,7 

10.6 

0,6 

70... 

•     29,6 

8;4 

26,3 

6,0 

22,6 

3,9 

18,3 

2,1 

12,8 

0,7 

80... 

.          35,2 

10,4 

3i,3 

7,5 

26,9 

4,9 

21,8 

2,6 

i5,3 

0,9 

90... 

•       41,4 

i3,o 

36,9 

9,4 

3i,8 

6,1 

25,8 

3,4 

.8,2 

1,2 

100, . . 

.       48,5 

16,3 

43,3 

11,9 

37,5 

7,9 

3o,6 

4,3 

21,6 

1,6 

IIO. . . 

56,7 

20,8 

5o,9 

i5,3 

44,3 

10,3 

36,3 

5,8 

25,8 

2 , 1 

120. , . 

.       66,4 

27,0 

60,0 

20,3' 

52,5 

i3,9 

43,3 

7*9 

3i  ,0 

3,0 

i3o... 

.       78,1 

36,0 

7'.i 

27,7 

62,8 

19,5 

52,4 

11,5 

37,9 

4,5 

i4o... 

.       92,2 

49.2 

85,0 

39,3 

76,1 

28,8 

64,4 

17,9 

47.5 

7.4 

i5o. . . 

.     109,3 

68,8 

102,4 

57,6 

93,5 

44,9 

81,1 

3o,2 

61,7 

i3,s 

160... 

.     i3o,o 

97' ï 

124,2 

86,4 

116,5 

72,9 

104,9 

55, 1 

84,5 

3o ,  3 

170... 

•     i53,9 

i35, 1 

i5o,6 

128,1 

145,8 

1 18,5 

i38,3 

io3,9 

122,7 

76,9 

180... 

180,0 

180,0 

180,0 

180,0 

180,0 

180,0 

180,0 

180,0 

180,0 

180,0 
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Au  lieu  de  faire  celte  détermination  de  v  et  de  /•  seulement  quand 
on  a  obtenu  la  valeur  définitive  de  a,  il  sera  manifestement  avanta- 
geux, au  point  de  vue  du  calcul,  de  la  faire  dès  que  l'on  aura  une 
valeur  de  u  qui  n'a  plus  besoin  que  d'une  seule  correction  pour 
conduire  au  degré  d'approximation  recherché.  Les  valeurs  obtenues 
seront  alors  corrigées  de  la  façon  suivante  pour  devenir  définitives. 

L'équation  de  Kepler,  la  relation  qui  exprime  /•  en  fonction  de  l^, 
et  l'équation  des  aires  donnent  entre  les  différentielles  û^M,  du^  dv, 
dr  les  relations 

dii='^d^l,  dv^^ljXs/T^^^^dM,  ^  =  (jY e  ^\nu  cim-, 

dans  cette  dernière  formule,  introduisons  à  la  place  àe.dr  la  difî'éren- 
tielle  <i(log/)  :  désignant  par  mod  le  module  des  logarithmes  déci- 
maux, et  supposant  les  différentielles  <iM,  du^  dv  exprimées  à  l'aide 
de  l'unité  choisie  pour  les  angles,  il  viendra 


mod  /a\2      . 
cl{  logr)  =  \~)^  ^'"  "  ^^^' 


Si  donc  la  valeur  choisie  pour  u  conduit  à  une  anomalie  moyenne  M' 
très  voisine  de  M,  et  à  des  valeurs  v^  r  pour  l'anomalie  vraie  et  le 
rayon  vecteur,  il  suffira  d'appliquer  les  formules 

j     t/M  =  M  —  i\i'  =  M  -f-  e  R  sin  w  —  u, 

]  du  =  -  dM,  di>  =  (  -]   cos  o  dM, 

(4)  ^  r  \rj 

f   d{\o§r)=z-^f^-j    (eRsinii)dM, 

pour  connaître  les  corrections  qu'il  faut  appliquer  à  u,  (^',  log/'  afin 
d'obtenir  leurs  valeurs  définitives. 

Dans  la  dernière  de  ces  formules,  on  a  mis  en  évidence  le  facteur 
eRsin?^  qui  figure  déjà  dans  le  calcul  de  M. 

Si  la  valeur  définitive  de  u  est  inutile,  on  s'abstiendra  de  la  calculer. 

Presque  toujours,  on  connaît  à  l'avance  des  valeurs  très  approchées 
de  u  et  de  c  Si,  en  effet,  on  a  déjà  résolu  le  problème  pour  une  cer- 
taine valeur  M'  de  l'anomalie  moyenne,  on  aura  des  valeurs  très 
approchées  de  u  et  de  p  correspondant  à  une  valeur  voisine  M  en 
appliquant  précisément  les  formules  précédentes,  où  l'on  fait 

^,M  =  M  -  M'. 
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C'est  ce  qui  arrive  dans  le  calcul  d'une  épliéméride,  où  l'on  peut 
encore  s'aider  de  la  marche  des  différences  des  fonctions  u  et  v  pour 
prévoir  leur  valeurs  très  approchées  à  chaque  date  nouvelle. 

Dans  un  tel  calcul,  quand  une  seule  approximation  nouvelle  est 
nécessaire,  il  peut  être  aussi  avantageux  de  partir  de  la  valeur  appro- 
chée de  t^  :  on  calcule  alors  u  elr  par  l'un  des  systèmes  suivants,  tout 
semblables  aux  systèmes  (i),  (2),  (3)  : 

i         P    . 

I  -^  sin  w  =  coscp  sin(>, 

(5)  <  '■ 

P 

—  cosu  =  cosp  H-  e; 


(6) 


/p    .    u         I .     V 

4  /  —  sin  —  z=z  sj  \  —  e  sin  -  , 
\     r  •!  2 


—  V 

e  cos  — 


(7) 


P 

~  =  i-\-  e  cosp, 
r 


.     V  —  u 
s  m =3  sin  - 


in  -^  sin  t^  4  /  —  ) 
2  V   P 


et  Ton  achève  par  les  formules  (4)  écrites  sous  la  forme 

cM  =  M  +  eR  sin ?i  —  «, 


\  5 


L^\  )dii—^  séc2  o  d^\ ,  (h  =  l—\   séc3  cp  dM, 

7/1         X        mod  ^    ,-.    .       ,     , 
dilogr)  =  -—j-(el\sinu)  seco  di^     (i). 

Exemple.  —   On  considère  l'orbite  d'éléments  (2) 

cp  =  14"  12'  i",  87,         log a  =r  o, 4224389. 
Voici  d'abord  les  constantes  que  l'on  peut  avoir  à  employer  : 

e  =  sincp  =  [1,8897262],  coscp  =  [1,9866224],         logy?  =  0,3954887, 

s'":^  =  [1,0920395],         /i-i-  e  =  [0,0476898],         /'i  —  e  =  [1,9888825], 

eR'=  [4, 7041518],  "^  =[n,oo89]. 


(')  L'usage  des  Tables  du  Mouvement  képlérien  de  M.  F.  Boquet  permeltra 
d'abréger  beaucoup  ces  calculs,  et  donnera  les  résultats  à  première  vue  quand  on  ne 
dépasse  pas  l'approximation  de  cinq  décimales. 

(2)  Cf.  C.-F.  Gauss,  Theoria  motus.,  art.  10,  13,  14. 
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i*^  On  donne  M  =  27*^3i'5'',23. 

Comme  eR"=  ^i^^^j  on  peut  évidemment  partir  de  la  valeur  de  3 S*' 
pour  M,  et  un  simple  calcul  à  trois  décimales  donne  pour  valeur  plue 
exacte  35^,  -. 

Un  calcul  à  cinq  décimales  fait  avec  la  valeur  initiale  35® 4^'  donne 
la  nouvelle  valeur  35"43'3o',  exacte  à  moins  d'une  seconde  près. 
Avec  cette  nouvelle  valeur,  appliquant  les  formules  (3)  et  (4),  on  a 
successivement  : 

"  =  [0,0964514],         logr  =  0,39.59875,         p  =  44^58' 36",  38, 

dM^o^.oi),         dii  =  o''.\c)^         <:/('  =  o",  Ï9,  f/(Jogr)  =  0,0000002, 

Il  =  35° 43 '3o",  49,         ç  =  44" 58' 36",  97,         log/-  =  0,3259877. 

2«  OndonneM=3o«i5'32",34. 

L'anomalie  moyenne  ayant  ainsi  reçu  un  accroissement 

c?M  =  2"44',5, 
il  en  résulte  pour  r  un  accroissement  de  4"  95  niais  cette  valeur  doit 

dM 
temps  que  ^5  c'est-à-dire  quand  M  augmente.  Partant  donc  de  49^*4' 

comme  valeur  approchée  de  c,  et  appliquant  les  formules  (-)  et  (8). 
on  a  successivement  : 

^  —  [0,0647298],         log''  =  0,3307539,         u  —  39"7'i9",i2, 

c^iVl  =  2o",54,         da=i5'\3-,         dç  =  3o",'o'j,         c?(  log /-)  =  0,0000102, 
u  =  39°7'44^49,        ^  =  49''4'3o",37,        log/-  =  0,3307641. 

21.  Le  calcul  toujours  nécessaire  de  l'anomalie  moyenne  M  en 
fonction  de  l'anomalie  excentrique  u  ne  peut  plus  être  fait  avec 
l'approximation  qui  correspond  à  l'emploi  des  Tables  usuelles  quand-, 
l'excentricité  étant  voisine  de  l'unité,  l'angle  u  a  une  valeur  médiocre, 
inférieure  à  ôo*'  environ.  Cela  tient  à  ce  que  les  nombres  u  et  esin« 
sont  alors  très  voisins  :  si,  par  exemple,  on  fait  u  =  10°  et  e  =  0,99, 
on  a  avec  sept  chiffres  significatifs 

u  zzz  o^\  74  )'329,  e  s-in  u  =  o,  17191 17. 

et  la  diflerence  u  —  esinu  n'a  plus  que  cinq  chiffres  significatifs. 


être  trop  grande,  puisque  le  quotient  différentiel  -7^7  diminue  en  même 


a 
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Un  coup  d'œil  jeté  sur  la  Table  I  montre  d'ailleurs.que  si  Fexcen- 
tricité  se  rapproche  de  l'unité,  l'anomalie  excentrique  reste  petite 
même  pour  de  très  grandes  valeurs  de  l'anomalie  vraie,  de  sorte  que 
la  difficulté  que  nous  venons  de  signaler  tend  à  devenir  la  règle  géné- 
rale. Dans  un  tel  cas,  qui  est  celui  des  comètes  à  longue  période,  il  est 
donc  nécessaire  de  modifier  la  méthode  de  calcul  exposée  au  para- 
graphe précédent,  et  de  lui  en  substituer  une  autre  dans  laquelle  la 
même  difficulté  ne  se  rencontre  plus. 

Avant  de  montrer  comment  on  peut  y  parvenir,  nous  allons  faire 
quelques  observations  préliminaires  qui  nous  permettront  d'étudier 
en  même  temps  les  orbites  hyperboliques,  et  de  traiter  d'abord  le 
mouvement  parabolique. 

L'excentricité  étant  voisine  de  l'unité,  et  le  paramètre  conservant 
une  valeur  finie,  le  demi-grand  axe  a  devient  très  grand,  et  le  moyen 
mouvement  n  très  petit,  de  sorte  que  l'anomalie  moyenne  M  reste 
longtemps  très  petite,  et  l'emploi  de  ces  diverses  quantités  devient 
incommode.  C'est  alors  qu'on  se  sert  de  la  distance  périhélie^  et  de 
l'époque  T  d'un  passage  au  périhélie. 

On  a  généralement 

Il  =  ka    ^  =z  kq    -  (  I  —  e  )  ^ , 
et,  par  suite. 

Faisons 
et  posons 


M  =  kg    '^{i  —  eY{t  —  li). 


£  =  sin  0> 


V' 


P  = 


A-(<-T), 


P  e€t  la  quantité  qu'il  convient  de  substituer  à  l'anomalie  moyenne  M. 
On  a  M  =  4£^P,  et  par  suite  l'équation  de  Kepler  devient 

u  —  e  s\nu  =  4  £3 P. 

Quant  aux  formules  nécessaires  pour  relier  l'anomalie  vraie  et  le 
rayon  vecteur  au  temps,  on  peut  les  réduire  à  celles-ci  : 

u  .  p 

tang  —  =  tangt}' tang -, 

2-  =  sec2  — cos2  -, 
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qui  se  déduisent  immédiatement  des  équations  (G)  par  exemple,  et  de 
la  définition  de  l'anole  'l. 

O  1 

Les  formules  diflerentielles  elles-mêmes  prennent  la  forme 

Ces  formules  conviennent  évidemment  aussi  bien  au  mouvement 
hyperbolique  qu'au  mouvement  elliptique  :  mais,  dans  le  mouvement 
hyperbolique,  l'excentricité  étant  supérieure  à  l'unité,  les  quantités  s, 
•ji,  u  deviennent  purement  imaginaires,  les  autres  ne  changeant  pas. 
Alin  d'éviter  l'emploi  des  imaginaires,  il  convient  de  changer  s,  'i;,  u 
en  i£,  iw,  «d»,  en  désignant  par  i  comme  d'habitude  \/ — ■  i,  de  sorte 
que  l'on  aura,  en  introduisant  les  fonctions  hyperboliques,  l'ensemble 
de  formules 

e  s\iu  —  u  =  .\t^F, 

lli  -  =  tlui;  lanii  -  ? 

•2  '  2. 

q  ,   ,  „  ''         „  <^ 

■i-  =  secli2  —  cos2  -  , 

La  fonction  u  croît  en  même  temps  que  P  de  — oc  à  -^ ':rj\  aux 
limites,  on  a 


et  par  suite 


,    il 

t  11  —    =  ZjZ  I  , 


<^  1   I 

tang  -  =  If:  cottio  ; 


c'est-à-dire  que  si  l'on  appelle  r„  l'angle  positif  et  inférieur  à  tt  dont 
la  sécante  est  —  e,  l'anomalie  vraie  varie  de  —  k\  à  +  ioî  ^^^^^  s'annu- 
lant  au  périhélie;  elle  croît  d'ailleurs  constamment  avec  u  et  avec  P, 
changeant  de  signe  et  s'annulant  en  même  temps  que  ces  deux  quan- 
tités. Ces  faits  sont  en  évidence  sur  la  formule  générale  qui  donne  r 
en  fonction  de  c,  puisque  le  rayon  vecteur  doit  être  positif. 

Si  l'on  veut  éviter  l'emploi  des  fonctions  hyperboliques,  on  fera 

,   ?i  a>,         .     u'  , , 

th-=taiis  —  =5m— >  ei=iangO;, 

2  22 
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u^  \ariant  àv  —  "^  ii-\-  -,  et  u  de  —  tt  à  -|-  t:;  et  l'on  aura 

Il  f '^'  ^'l\  /    •.  r» 

^    '       mod      '^        ^  \4         2  /  ' 

«1         .11'         .     ,  ,  t^ 

laiiir —  =siii—  =  sinu>  lanft— , 

"  2  2  '^   . 

-i-   =  C()S2  —  C0S2  -, 
/■  2  2 

On  peut  appliquer  à  la  détermination  de  v  et  /•  en  fonction  du 
temps,  c'est-à-dire  de  P,  des  méthodes  en  tout  semblables  à  celles 
développées  ci-dessus  pour  le  mouvement  elliptique  ;  mais  il  est  inutile 
d  j  insister,  car,  en  général,  dans  une  orbite  hyperbolique,  l'excen- 
tricité est  voisine  de  l'unité,  et  la  difficulté  précédemment  signalée 
se  retrouve  ici,  les  nombres  es\\ii  et  u  étant  presque  toujours  très 
Noisins. 

Pour  obtenir  les  formules  relatives  au  mouvement  parabolique,  il 
suffît  de  faire  tendre  e  vers  l'unité,  c'est-à-dire  £  et  'h  vers  zéro,  dans 
les  formules  du  mouvement  elliptique  réunies  ci-dessus.  L'anomalie 

excentrique  u  tend  alors  vers  zéro,  et  si  l'on  fait  9  =r  tang-?  8  est  une 

quantité  du  premier  ordre  par  rapport  à  s,  dont  la  partie  principale 

est  £  tang-'  Des  développements  connus  donnent 


03 
,,  :=  2  (  0  -    -1- 


sinw  =  2(0  —  03-^...), 

et  comme  c  =  1       2£^,  la  quantité  n  —  esmu  est  du  troisième  ordre 
par  rapport  à  £,  avec  la  partie  principale 


i"'- 


L'équation  de  Kepler  devient  alors 


£  3  £3 
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et,  en  passant  à  la  limite,  on  a  l'équation  du  mouvement  parabolique 

p        1  ,  p 

f(>)  P  =  tani;- — h-tang^-, 

^'^  2        J  i 

à  laquelle  il  faut  joindre 

Le  calcul  direct  de  P  par  la  formule  (9)  est  immédiat,  avec  l'emploi 
des  logarithmes  d'addition.  Cependant  on  a  l'habitude  de  le  faciliter 
en  faisant  usage  de  la  Table  dite  de  Barker^  qui  donne  directement 
en  fonction  de  v  la  quantité  GP  ou  son  logarithme,  en  désignant  par  G 
une  certaine  constante  dont  le  choix  diffère  suivant  les  auteurs;  quel- 
quefois d'autres  Tables  donnent  inversement  t^  en  fonclion  de  GP. 

Le  problème  inverse,  qui  est  notre  problème  fondamental,  consiste 
à  déterminer  ç  connaissant  P,  et  les  Tables  précédentes  donnent 
immédiatement  la  solution.  A  défaut  d'une  telle  Table,  on  pourrait 

résoudre  l'équation  (9)  qui  est  du  troisième  degré  par  rapporta  tang-* 

en  appliquant  la  méthode  trigonométrique  connue,  qui  conduit  immé- 
diatement aux  formules 

3P  .       3/ ^ 

cotJta  =  — j  tang|3  =  v/tanga,  lang-  =  2  cola  [i. 

Mais  il  vaut  mieux,  en  général,  employer  une  méthode  d'approxi- 
mation, comme  pour  résoudre  l'équation  de  Kepler  du  mouvement 
elliptique.  Si  v  est  une  valeur  approchée  de  l'inconnue,  et  s'il  lui 
correspond  P',  on  aura  une  valeur  plus  exacte  en  faisant  dV  =  P  —  P^ 
et  en  appliquant  à  v  la  correction 


di>  =  iKl^Yd\\ 


où    comme    précédemment   on   a   introduit   la   valeur    R    du  radian 
exprimé  avec  la  même  unité  que  d^^. 

Quand  la  valeur  de  v  est  assez  approchée  pour  qu'il  n'y  ait  qu'une 
seule  correction  à  faire,  on  peut  aussi  calculer  avec  précision  la  \aleur 
de  log/'  qui  correspond  à  v^  et  lui  appliquer  fuialement  la  correction 

...        .        mod  V   j 
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Le  plus  souvent,  il  vaudra  mieux  introduire  dans  l'expression  de  dv^ 
au  lieu  de  <iP,  la  différence 

^(logP)  =  logP  — logP', 
et  elle  devient  alors 

dv  =.—J^\'?d{\o^V). 

Pour  les  raisons  déjà  indiquées,  il  est  bien  rare  que  l'on  ne  connaisse 
pas  une  valeur  approchée  et  même  très  approchée  de  v^  de  sorte  que 
l'on  se  trouve  précisément  dans  le  cas  qui  vient  d'être  développé. 

Si,  cependant,  il  n'en  est  pas  ainsi,  on  pourra  s'aider  de  la  Table  11 
de  la  page  8i  qui,  avec  v  comme  argument  variant  de  2°  en  2%  donne 
les  valeurs  de  P  et  leurs  variations  pour  1". 

Exemple.  —  On  donne  (*) 

log^  =  T, 9650486,         logP  =  0,0146574. 
On  a  P  =  1,0343,  et  la  Table  II  donne  pour  valeur  approchée 

^  =  79".  93  =  79056'. 
Partant  de  ce  nombre  et  des  constantes, 

r=r^^9776],  -1777- =  [b,3>.34 1, 

on  trou\e  d'abord 

c;?IogP— — 0,0000082,  —  —  [7,7689318],  log/*  =  o,  I9()ii68, 

puis 

dv  =  —  2'',  78,         c?(log7')  =  —  0,0000049, 

de  sorte  que  finalement 

P  =  79"55'57'V.>/2,         log/- =  0,1961119. 

L'erreur  sur  i>  peut  atteindre  plusieurs  centièmes  de  seconde, 
comme  le  montre  le  calcul  lui-même. 

Lorsque  P  est  grand,  c'est-à-dire  quand  v  se  rapproche  de  180°,  on 
trouve  rapidement  une  ^aleur  très  approchée  de  v  de  la  façon  sui- 
vante. 

(')  Cf.  J.-C.  Watson,  Theoretical  Astronomy,  p.  108. 
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Table 

II. 

Variation 

Variation 

Variation 

V 

I^ 

pour  1° 

V 

P 

pour  1° 

V 

P 

pour  1° 

o 
0.  .  . 

0,0000 

0.0087 

0 
60... 

o,()fi5 

o,oi55              1 

0 

20.  .  . 

3,464 

0,  i4o 

:>.... 

0,0175 

0 , 0087 

62... 

0,6782 

0,0x62              ] 

22.  .  . 

8,761 

0,  i58 

o,o349 

0,0087 

64... 

0,7062 

0,0x69              1 

24... 

4,098 

0,180 

()... 

o,o525 

0,0088 

66... 

0,7407 

0,0176              ] 

26... 

4,482 

0,205 

s. .  . 

0,0700 

0,0088 

68... 

0,7768 

0,0x85              ] 

28... 

4,923 

0.286 

lO.  . 

0,0877 

0,0089 

70... 

0,8x46 

0,0194 

80... 

5,432 

0,274 

I  > . . . 

0, io55 

0 , 0089 

72... 

0,8544 

0,0204                     ] 

32... 

6,028 

0,3x9 

.',... 

0,1234 

0,009Q 

74... 

0,8962 

0,02x5                     ] 

34... 

6,7'4 

0,874 

16... 

0, i4i5 

0,0091 

76... 

o,94o3 

0,0226                     ] 

36... 

7v>29 

0,443 

18... 

o,i597 

0,0092 

78... 

0,9868 

0,0289                     1 

38... 

8,498 

0,529 

:>0.  . 

0,1782 

0 , 0098 

80... 

■  1 ,0860 

0,0253 

c4o... 

9,661 

o,638 

'.'}. .  . 

0, 1968 

0,0094 

82... 

1,0882 

0,0269 

l42... 

11,07 

0,78 

■4.^. 

0,21 58 

0,0095 

84... 

1,1487 

0,0286 

'44.. 

12,80 

0,96 

:>6... 

o,2  35o 

0,0097 

86... 

X ,2028 

o,o3o5               ] 

46... 

A.\)\ 

1,19 

08... 

0,2545 

0,0098 

88... 

1 ,2659 

0,0826 

i48... 

17,68 

X  ,5x 

.Ho... 

0,274'f 

0,0100 

90... 

x,8383 

o,o349 

[5o... 

2 I , 06  . 

i«9i 

812.. 

0,2946 

0,0102 

92 . . . 

i,4o57 

0,0875 

l52.  . 

25,52 

2,55 

34.. 

o,3i53 

o,()io4 

9'4.-. 

1,4834 

o,o4o3               ] 

54... 

3i,42 

8,4i 

86.. 

0,8364 

0,0107 

96... 

1,5672 

0,0435 

[56... 

39,41 

4,67 

88... 

0,3579 

0,0109 

98... 

1,6578 

0,0471               1 

58... 

5o,53 

6,58 

^,0.. 

o,38oo 

0,0112 

100. . 

1,7560 

o,o5x  t 

160.. 

66,47. 

9,60 

42... 

0,4027 

0,011 5 

102. . . 

1,863 

o,o56                1 

62... 

90,21 

x4,6 

W-- 

0,4260 

0,0118 

104... 

1,979 

0 , 06  X                   ] 

64... 

127,2 

23,3 

46.. 

o,45oo 

0,0122 

106. . . 

2,  X06 

0,067                 ] 

66... 

188,2 

39,6 

48.. 

0.4-46 

0,0125 

108... 

2,246 

0,078                 ] 

68... 

296,6 

78,1 

5o . . 

0 , 5oo I 

0,0x29 

IIO. . . 

2,399 

0,081 

[70... 

509,2 

i5x 

53.. 

0,5264 

o,oi34 

112. . . 

2,569 

0,089                ' 

72... 

9''^9'2 

869 

54.. 

0,5536 

o,oi38 

114.. 

2,757 

«,099 

.74.. 

2885 

1168 

5(j.. 

o,58i8 

o,oi44 

it6.. 

2,967 

0,111                  1 

76... 

7856 

5888 

58.. 

0,61 1 1 

o,oi49 

1x8.. 

8,201 

0,X2'| 

78... 

62785 

94o65 

60.. 

o,64i5 

o,oi55 

120. . 

3,464 

o,i4o 

180.. 

00 

00 

ANDOYER 
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Remarquons  que  r  étant  voisin  de  tt,  de  sorte  que  tang-  est  très 
grand,  la  fonction  r,  (tang^  +  cotM  a  précisément  pour  partie  prin- 
cipale r  lang"^  — h  tang  - ,  et  même  ne  diffère  de  cette  partie  que  d'une 
quantité  très  petite  qui  contient  cot-  en  facteur.  D'autre  part,  cette 
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fonction  est  égale  à  .,   .  ,    ;  on  a  donc  une  valeur  très  approchée  de  ç 

par  la  formule 

3/ir 
^'"'  =  V3P' 

en  ayant  soin  de  prendre  l'angle  ç  obtus. 

Exemple.  —  On  donne  logP  --=  i ,  868473 1  ;  la  formule  précédente 
donne  la  valeur  approchée  160^42'  qui  conduit  à 

logP':z=  1,8673869; 

on  en  déduit 

<3?p=6o",o2         et         p  =  i6o°43'o",02. 

Si  une  grande  approximation  est  nécessaire,  on  pourra  recommencer 
le  calcul  avec  v  =  160°  43'  (car  ici  r  est  bien  déterminé),  et  l'on  trou- 
vera que  cette  valeur  est  entièrement  exacte. 

22.  Revenons  maintenant  au  cas  des  orbites  elliptiques  ou  hyper- 
boliques dont  l'excentricité  est  voisine  de  l'unité  ;  la  Table  111  de  la 
page  83,  tout  à  fait  analogue  à  la  Table  I,  donne  pour  les  excentricités 
0,55,  0,60,  .  .  .,  0,90,  les  valeurs  simultanées  de  ç^  de  u  et  de  P,  afin 
de  montrer  leurs  variations  correspondantes.  La  Table  IV  de  la 
page  84  a  le  même  objet  pour  les  orbites  hyperboliques,  et  donne  les 
valeurs  simultanées  de  (^,  w,  «,,  u\  P  pour  les  deux  excentricités 
i,o5  et  1,10;  il  est  inutile  d'aller  plus  loin,  ainsi  que  nous  l'avons 
déjà  fait  remarquer.  L'argument,  dans  chacune  de  ces  Tables,  est 
toujours  l'anomalie  vraie,  prise  de  10"  en  10°,  et  l'on  y  trouve  encore 
les  valeurs  de  P  pour  e  =z  1. 

Il  s'agit  de  modifier  le  calcul  de  l'équation  de  Kepler  de  façon  à 
faire  disparaître  la  difficulté  qui  provient  de  la  petitesse  relative  des 
différences  u  —  esinu  ou  eshu —  u.  Voici,  pour  y  parvenir,  un  pro- 
cédé naturel  fort  simple  qui,  s'il  demande  peut-être  un  peu  plus  de 
peine  que  la  plupart  des  méthodes  classiques  fondées  sur  l'emploi  de 
la  Table  de  Barker  et  de  tables  complémentaires  assez  étendues,  a 
l'avantage  de  n'exiger  qu'une  table  auxiliaire  extrêmement  courte. 
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Table  III. 


--  0,00 


(» 0,0  o,ooo 

1(1 ô,4  <)?  ïoo 

'  1 10,9  0,201 

.^o 16,4  0,807 

/|0 2.?,2  0,421 

5() 2S,2  0,544 

Ho 34,0  0,682 

70 4i,3  o,K\i) 

80 4^77  I  5<'22 

90 50,6  1 .289 

100 65,  "i  1 ,5o 

1 10 75, 2  1 ,88 

120 86,0  2,28 

180 9^<3  2,74 

I  '|o 1 1 1  ^9  8,88 

!><> »27,i  4,17 

160 l4'^5  8  5,12 

170 lOi  ,6  6,20 

180 iSo.o  7,36 


o 

0,0 

5,0 

10,1 

i5,8 
20,6 
26,2 
82,2 
38,6 
45,5 
58, 1 
0i,6 

7iji 
81,8 

94,0 

i<>7'9 
128,6 

l4l,T 

160,2 

180,0 


P 

0,000 
o ,  098 
o,  198 
o,  3o3 
o ,  4 1 6 
0,589 
0,677 
0,887 

T,02  4 

I  ,25o 

1 ,58 

1,88 

2,88 

2,qi 

8,67 

4,68 

5,88 

7^^^t 

8,78 


e  n^n  0,G5 
a  V 


e==0,70 


o 

0,0 

4, fi 

i9,<» 
24,2 
29,8 
85,7 

49,5 
57,5 

66,7 

77,2 
89,3 
io3,4 
119,6 
188,1 
1 58 , 5 
1 80 ,  o 


0 ,  000 
0,096 
0,195 

f>7  299 
0,410 
0,534 
0,678 
0,834 
1 ,026 
1 ,261 

1 ,  56 

1,94 
2,48 
3, 10 
4,00 
5,20 
6,75 
8,63 
10,73 


o 

0,0 

4.2 

8,5 
12,8 

'7,4 
22.2 
27,3 

82,8 
88,8 
45,6 
5  ■'■) ,  2 

Ci, 9 
72,1 

84, o 

98,2 

i'4'9 

184,5 

1 56 , 5 

180.0 


o ,  000 

0,095 
0,198 
0,295 
0,4  06 
0,528 
0,668 
o,83i 
1,028 
1,272 
1,58 

1,99 
2 ,55 
3,32 

4  •  ^ 
5,90 

7 '9-5 
10,55 
18,52 


o 

0,0 

3,8 

7>fi 
11,6 
i5,7 
20,0 
24,6 

29,6 

35,2 

41,4 

48,5 

56,7 

66,4 

78,  f 

92,2 

109,3 

i3o,o 

i58,9 

180,0 


0,000 

0,094 

o,  190 

0,291 

o,4oi 

0,528 

0,668 

0,828 

1,029 

1,282 

1 ,61 

2,o5 

2,67 

8,56 
4,86 

6,79 
9,58 

i3,38 

17,77 


e  =.  1,00 
P 


o 0,0  0,000 

10 8,3  0,092 

20 6,7  0,187 

80 10,2  0/288 

'fo 18,8  0,897 

5o 17,7  o,5i8 

60 . . 1 . . . .  21.8  o , 659 

70 26,8  0,826 

80 81,8  I  ,o3i 

90 -56.9  1,298 

100 4'^,'^  1 ,64 

110 '''0,9  2,12 

120 6n,o  2,80 

i8(i 71,1  3,88 

i4<» 85, o  5,42 

i5o. 102.4  7,9'5 

160 i'-^4i2  1 1 ,92 

170 i5o,6  .17,67 

1^" 180,0  24,84 


0,0 
2,9 

'N7 

8,7 
11,8 

i5,i 

18,7 
22,6 
26,9 
81,8 
37,5 

44,3 

52,5 

62,8 

76,1 

98,5 

1 16,5 

145.8 

180,0 


0,000 

0,091 

o,  i85 

0,284 

0,892 

o,5i4 

0,654 

0,828 

1 ,082 

1 ,3o3 

1,67 

2,18 

2,95 

4,i4 
6,12 
9,53 
1 5 , 5 

25,2 

38,2 


0,0 

2,8 

4,6 

7,0 

9,'> 
12,2 

i5, 1 
18,3 
21,8 
25,8 
3o,6 
36,8 
43,8 

52,4 

64,4 

81,1 

io4,9 
188,3 

180,0 


o ,  000 
0,090 
o,i83 
0.281 
0,888 
0,509 
o,65o 
0,820 
1,084 
1,818 
1,70 

2,25 

3, 10 
4,5i 

7,00 
1 1,^  - 

2J,5 

40,6, 

-0,2 


o ,  o 
1,6 
8,2 

4,9 

6,7 
8,5 

10,6 
12,8 
i5,8 
18,2 
21,6 
25,8 
3i,o 
37,9 
47,3 
61,7 
84,5 
122,7 
180,0 


8 
i5 

•>  o 
00 

81 


000 
089 
r8o 
278 
384 
5o5 
6'|6 
818 
o85 
823 

73 

82 

9- 

I 

93 
18 


M) 


8. 7 


0,000 
0,088 
0,178 
0,27'f 
0,880 
o ,  5oo 
0,642 
0,81 5 
1,0  36- 
1,338. 
1,76 
2,40 
3,46 
5,48 
9,6& 
21,1 
66,5 
509 
00 


CHAPITRE   V. 


Table  IV. 


e=  1,00 

t> 

F 

0 

o.  .  . 

0 ,  000 

lO      . 

0,088 

•.>o. .  . 

.         0,178 

;^o... 

0,27^J 

4o... 

o,38o 

."):).  .  . 

0 , 5  00 

(io... 

o,64-. 

70... 

o,8i5 

80... 

i,o36 

90... 

1.333 

100. . . 

1.76 

IIO. . . 

2,40 

120. . . 

.3,46 

i3o, . . 

5,43 

i4o. . . 

9,66 

I  .')0  .  .  . 

21,1 

]()0.  .  . 

66,5 

170... 

009 

18,... 

«c 

e=  1,05 


e:=  1,10 


u 

II, 

u' 

P 

0 

0 

0,000 

0,0 

0,0 

0 ,  000 

0,027 

1,6 

1,6 

0,087 

o,oâ5 

.         3,2 

3.2 

0,176 

0,084 

4,8 

4,<s 

0,271 

0,1 14 

6,5 

6,5 

0,376 

o,r46 

8,3 

8,4 

0,496 

0,181 

10,3 

10, 3 

0,637 

0,220 

12,5 

12,6 

0,812 

0,264 

i4,9 

i5, 1 

1,037 

o,3i5 

^7,8 

18,0 

1,343 

0,377 

21,1 

21,5 

ïw9 

0,454 

25,  I 

25,8 

2,48 

0,555 

3o,3 

3. ,4 

3,67 

0,697 

37,0 

39,' 

6,04 

0,918 

46,4 

5o,8 

11,8 

1,334 

60,5 

71,3 

32,9 

2,8o3 

83,1 

124,7 

369 

u 

"1 

u 

P 

0 

', 

0,000 

0,0 

0,0 

0,000 

o,o38 

2,2 

2,2 

0 ,  086 

c),077 

4,4 

4,4 

0,174 

0,117 

6,7 

6,7 

0,268 

0 , 1 59 

9,ï 

9.1 

0,373 

(.)  ,r>A)\ 

,.,6 

ÏÏ.7 

0,492 

0,2  53 

i4,4 

14,5 

(),633 

o,3o8 

17,4 

17,6 

0,809 

0,370 

20,8 

21,1 

I  ,o3H 

0,444 

24,6 

25,2 

1 ,353 

0,532 

29.2 

3o,  I 

1,82 

0,645 

3',, 6 

36,3 

2,56 

0,795 

41,4 

4'f,4 

3,91 

1  ,oi5 

5o,2 

55,8 

6,78 

1 ,  385 

61,9 

73,7 

i5. 1 

2,280 

78,3 

109,1 

68,0 

Limite  de  v  :  162°, 24 


Limite  de  v  :  155". 38 


Supposant  d'abord  l'orbite  elliptique,  écrivons  l'équation  de  Képlei 

sous  la  forme 

(i  —  e)?>\nu-{-{u  —  sina)  « 

^' ' 

et  faisons 


.    u 

sin  — 

2 


D'après  la  définition  de  e,  il  vient 


P   rr:   a  COS h  X^  j3^ 


en  appelant  X''  la  fonction  de  u  égale  à 


u  —  sin  u 


4sin3 


)  qui  reste  toujours 


voisine  de  -  quand  l'angle  u  est  petit,  d'après  le  développement  connu 


I   sin-^ff        I  .3  sin^ft 
u  —  smii  =■  —  


2       ô 


2.4       5 
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Mais  posons  plutôt 


II. 


€t  comme 


il  vient 


0  =  lang  -   ; 


X3=  LL±i!li[(i  +  62)arctangO  — 0], 


.         A          0^  05  07 

arc  tangO  =  0 -4--r-  —  ""+"•••' 

I  02  Ov  06 


X3=((_x_02)1 


i^osons  encore 
de  sorte  que 


3        3.5        5,7        7.9 


X:-    [i(l  +  02)l«, 


^    l/i         0'^  0*  06 


et 


3-7        7-9 


l_^0v+-^0e--î^08 
3        173  7^7^  144^7^ 


logS  =  log-— :  — mod    — rO'» ^^0«H ^-tO^  — . 

^'^    "  J/^       \i7^     7873     1010625 


On  voit  que  cette  fonction  ne  diffère  d'une  constante  que  d'une  quan- 
tité du  quatrième  ordre  par  rapport  à  8,  multipliée  d'ailleurs  par  un 
facteur  numérique  petit,  et,  par  suite,  elle  est  facile  à  réduire  en  une 
table  très  courte.  Finalement,  en  n'oubliant  pas  que 

I  H-  0-  =  sec-  —  , 
l'équation  de  Kepler  prend  ici  la  forme 

(10)  P  =  a  cos hia|5séc5— j   • 

Dans  l'hypothèse  du  mouvement  hyperbolique,  il  est  clair  que  l'on 
aurait  de  même,  avec  les  notations  ado[)tées  pour  ce  cas. 


('0 


y  =  (S  sec h     a'i  cos^  —      j 

2     \  '         2  y 
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en  faisant 


u 
tang  — 

,  y  =  sin  ^j 

G  i. 


et  appelant  p'  la  fonclion  ^  dans  laquelle  on  change  0-  en  —  9-. 

La  Table  V  des  pages  8-  et  88  fournil  les  valeurs  à  sept  décimales 

de  log  [3  et  log  3';  l'argument  de  la  Table  est  l'angle  -  ou  —  ,  qui  varie 

depuis  o°  jusqu'à  40*^,  de  degré  en  degré  jusqu'à  5*^,  de  demi-degré  en 
demi-degré  jusqu'à  25*^,  et  finalement  de  tiers  en  tiers  de  degré. 
L'interpolation  de  la  Table  se  fait  aisément,  surtout  dans  le  début,  et 
c'est  alors  que  son  usage  sera  le  plus  fréquent.  Les  nombres  de  la 
Table  sont,  comme  d'habitude,  exacts  à  une  demi-unité  près  du  dernier 
ordre  décimal. 

Supposons  donnée  l'anomalie  vraie,  et  faisons 


secd/  tansr-; 
o  2' 


en  vertu  de  la  définition  de  l'angle  'h  qui  donne  cos'];  =  1  / — '■ — y  et 
d'après  la  valeur  de  a-,  on  a 


(J  =  io£,  a  =  w  cos  - 

2 


on  a  donc  pour  calculer  P  et  /•  l'ensemble  de  formules 

,     ,  P  u  u 

w  =  secu' lang- )  lane;— =  to£,  (7=:tocos— , 

•2  ^  -2  2 


fl  /     .       ,    ~  a 


L  //  \  3 


0-  cos  —  H-  (  cTii  sec*  —  )    7 


—  sec2  —  cos- 


/•  22 


Le  calcul  est  bien  aisé,  car  a  étant  assez  petit,  le  logarithme  de 

cos -se  prend  à  vue  dans  les  Tables  en  face  de  celui  de  tan»-,  et  il 

2  '^  2 

suffit  de  déterminer  l'angle  -  avec  la  faible  approximation  nécessaire 
pour  assurer  l'interpolation  de  la  Table  V. 
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Table  V. 


u         u 

—   ou    —  T            Q 

2              2  Log  p 

(• 

0.  o 1,8409096 

1 .  o .396 

2.  0 596 

3 .  o 590 

4-  0 593 

5 .  o 598 

3o 592 

6.  o 690 

3o..... ..  588 

7.  0 585 

3o 58i 

8.0 577 

3o 572 

9.   o 565 

3o 558 

10.  o 549 

3o 539 

11 .  o 527 

3o 5i4 

12.  o 499 

3() 481 

13.  o 4^2 

3j 44o 

14.  o 4i5 

3o.......  387 

i5 .  o 357 

3() 323 

16.0 285 

3o -A\ 

17-   •» 199 

3o 149 

18     o. 095 

3o ï, 8409086 

ï9-  <> ï,''^V>^97^ 

80 901 

20.  0 826 

3o 7l4 

21.  o 655 

80 56o 

22.  o 458 

80 347 

28.  0 22g 

3o ï,S4o8io2 

24-  0 1,8407967 

3o 822 

2.5.   o.. 1,8407667 


Différence 


I 

2 
2 

3 

4 

r 
I 

5 

7 
7 
9 
10 
12 
i3 
i5 
18 

19 
22 

2  5 

28 
80 

34 

38 

4i 
45 
5o 
54 

•''9 
65 

70 

75 

82 

89 
95 
102 
1 1 1 
118 
127 
i85 
145 
•i55 


Log^cl' 


I ,8409596 
596 
596 

595 
595 
593 
592 
590 
588 
585 
58 1 

^77 
572 

565 

558 

549 
539 

528 

5i4 

499 

482 

462 
440 


Diiré  renée 


416 
388 
358 
824 
286 
245 
200 
i5i 

097 
ï , 8409088 

1,8408974 

9o5 

880 

749 
661 
567 
465 
356 
289 
ï, 84 08,1 4 

1,8407980 

887 

1,8407684 


4 
5 

7 
7 
9 

TO 
II 

^4 

i5 

17 
20 

22 
24 
28 
3o 
04 
38 

4' 
45 

49 

54 
^9 
64 

% 

7^ 
81 

88 

94 
102 
109 
117 

125 

104 

'43 

■i53 
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Table  V  {suite). 


u        u 

"^  ^"  T  LogP        Différence  I-ogJî'       Différence 


io8 


i3o 


20.  o'. 1,8407667   .   _  1,8407684 

20 7058  ,  7376 

26.0 73=6  ;.;3  7347  \[[ 

20 7208  7226 

'   ,  I2Q  127 

40 7<>74  j3^  7099 

27-0 6940  6967 

20 6800  7,  683o  ,1 

40. 6655  'f  6687  '1 

loi  ,„  laQ 

28.  o 65o4  ,  6538  j; 

20 6347  'V.  ^^384  'l^ 

,.  V,  ï63  „  7  160 

4o 6184  ,,  6224  . 

r   '  *^^9  fi  '  ^67 

29.  o 60  iJ  f.  0007  .3 

■  20 583q  'Il  5884  '^^ 

40 o6dd  0700  j. 

30.  o •      5466  ''^°  55i8  '  l 

20...:...      5269  '^]  5325  "^^ 

r  204  ~           .  200 

4o 5o65  0120 

212  ,  ^  207 

3i.  o 4853  4918  : 

2  in  2ID 

=» 4634  i^  47»3  ,,,3 

4" P  ;36  ff  .3. 

20 3026  -„  'M)\0  , 

^^' ^^'^  261  '^^^"^  255 

33.  o 3412  35o8 

20 3i4i  '^l''  3243  „ 

o.  280  273 

40 2861  2970  Q^ 

.                                                                                                                                                                              .  200  '  283 

34.  0 2571  J  2687 

^                      '  300  „  ;  2Q2 

20 2271  „  2390  „ 

'  3 10  ' .,  3o2 

40 1901  „  2093  „  o 

320  Q  3ia 

35.  o 1641  ,0  1780  „ 

33 I  ,  322 

20 i3io  „,  i458  .,„<^ 

,/° °f^  354  ""  343 

36.  o o6i4  ^n-  o7°2  0-- 

_     /  36a  ;  oja 

20 1,8400249  0427  2g^ 

4o 1,8399872  ''            ï,  8400061  .,__o 

37.  0 q483  ^  ^         1,8399683  ;"' 

20 9082  9293 

40 8667  f^  8892  f! 

38.0 8239  ;;^^  8477  ;." 

20 7798  ;:,  8o5o  ,,' 

,  ^" ;^^f  469  '^-  434 

^s-" :^'^  484  ';r  468 

r "?^  499  f  ^  4S2 

4o J891  Z.  6200  ,  „ 

4o.  ô 1,8395376  '     1,8395709 
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Quant  au  logarithme  de  séc'->  il  se  forme  immédiatement,  déserte 

que  l'on  a,  sans  aucune  peine,  le  logarithme  du  produit  qui  doit  être 
élevé  au  cube  pour  compléter  l'expression  de  P. 

Dans  le  cas  du   mouvement  hyperbolique,  le  groupe  de  formules 
précédent  se  change  en 


.,  V  .11 

a)=:cosu;  taiiiî— »  sin —  =  we, 

*  '2  1 


a  =  0)  sec 


,    II- 


4u'\5 


P  =  a  séc H  (  C7^'  cos^  —  /    > 

q  „  Il         „  p 

^   =  COS2  COS^  -, 


et  le  calcul  est  en  tout  semblable  au  précédent. 

Exemple  I.  —   On  donne  (') 

6  =  0,96764567,         log^  =  T, 7656500, 

d'où  d'abord  les  constantes 

£  =  sinij;  =  [T,  104451J,         séc<^  =  [o,oo354i5], 
=  [2,4365914]. 


\/iq 


Soit  V  =  loo**;  il  vient  successivement 


u 


u 


w  =  [0^0797280],  tang-- =  [1,184(79],  -  =  8°4i', 


séc-  =[0,0050129],         (3  =  [  j  ,8409569], 


a  =  [0,0747151],  ap  séc^ -  =  [i  ,9166746],  P  =  [0,2396659], 

et  finalement 

t  —  T  =  63, 54400,         log/- =  o,  1394892. 

Exemple  II.  —  On  donne  (  ^  ) 

6  =  1,2618820,         logç' =  0,0201657  ; 


(')   Cf.  C.-F.  Gauss,  Tlieoria  motus,  art.  38,43. 

(-)  Cf.  C.-F.  Gauss,   Tlieoria  motus,  art.  23,  24,  26,  46. 
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d'où  les  constantes 

£  =  tang4;'=  [T, 5535378],         cost^'=  [1,9732800], 
— Lz  =  [2,0548179]. 

Soit  (^  =  i8"5i';  on  a 

w  =  [1,1933809],  sin—  =  [2,751919],  —  =3"i4', 

séc  —  =  [0,0006939],  P'=  [7,8409593],  a  =  [7,1940748], 

ajB'cosS  -  =  [7,0348955],  P  =  [7,1982838], 

et  finalement 

t  —  T=:  13,91445,         log/' =  0,0333587. 

Mais  c'est  le  problème  inverse  que  nous  avons  à  résoudre.  On  y 
arrive  en  parlant  d'une  valeur  approchée  de  v;  si  P'  est  la  valeur 
correspondante,  tandis  que  P  est  la  valeur  donnée,  et  que  l'on  fasse 

P  — P'=rfP         nubien         logP  —  logP' =  ^(logP), 

on  a  une  valeur  plus  exacte  de  v  en  appliquant  à  la  valeur  initiale  la 
correction 

dv=  iwiïX  zo^^  dV  =  -lL/'iycos^Pé/(logP); 

et  s'il  n'y  a  pas  de  nouvelle  approximation  à  faire,  on  calculera  avec 
précision  la  valeur  de  log/*  qui  correspond  à  la  valeur  approchée 
de  r,  pour  lui  faire  subir  finalement  la  correction 


d{  log  r)  =  — — -  e  (  or  cos  —  j  séc  ^  dv, 


en    remarquant   que   o-  cos  -  est   précisément   le   premier   terme   de 

l'expression  de  P. 

Dans  le  cas  du  mouvement  hyperbolique,   ces   diverses  formules 
deviennent 

di>  =  iw(^\  séc^'  d^  =  -l^^/lV  séc<l;'Pc;(logP), 
\  /■  /  mod  V  /'  / 


c?(logr)  =  e  f  cj  séc  —  1  cos^l'  dv. 
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Comme  précédemment,  il  est  bien  rare  que  l'on  ne  connaisse  pas 
une  valeur  de  v  suffisamment  approchée  pour  permettre  d'appliquer 
immédiatement  ce  qui  vient  d'être  dit  en  dernier  lieu,  surtout  quand 
on  ne  recherche  pas  une  extrême  précision.  Si  cependant  on  n'avait 
aucun  renseignement  sur  la  valeur  de  c,  on  arriverait  au  même  résultat 
à  l'aide  de  quelques  essais,  en  s'aidant  par  exemple  de  la  Table  III 
ou  IV,  où  l'on  peut  remarquer  que  si  v  n'est  pas  très  grand,  sa  valeur 
diffère  peu  de  celle  qui  convient  au  mouvement  parabolique,  P  res- 
tant constant. 

Exemple  I.  —  Reprenant  l'orbite  de  l'exemple  I  précédent,  soit 
donné  t  —  T  =  63,54400)  de  sorte  que 

log  P  =  0,0,396659         et         P  =  1,730. 

La  Table  indique  pour  v  une  valeur  voisine  de  100°,  mais  partons 
de  w'  =  96°,  avec  un  calcul  à  quatre  décimales;  on  trouve  P'=  i,554, 
de  sorte  que  dv  ^=1  j\'^^'^.  Cette  valeur  doit  être  trop  grande,  comme 
nous  l'avons  déjà  vu  dans  un  cas  semblable,  et  l'on  serait  naturelle- 
ment conduit  à  partir  de  la  valeur  (^  =  100^,  qui  est  exacte.  Pour 
montrer  l'application  des  formules,    partons   de  p  =  100^0' 20";    on 

trouve 

t/(log  P)  =  —  0,0000684,         log;-  =  o,  139537^  ; 

on  en  déduit 

dv  =  —  20", 00,        <3f(logr)  =  —  0,0000482, 

et  par  suite 

p  =  IOO°o'o",  00,  log7*  =  o,  1394892. 

En  réalité,  on  voit  que  l'erreur  sur  v  pouvait  atteindre  plusieurs 
centièmes  de  seconde. 

Exemple  IL  —  Dans  l'orbite  hyperbolique  de  l'exemple  II  précé- 
dent, on  donne 

t  —  T  =  65, 41234, 
d'où 

logP  =  [1,8704776!,        P  =  0,7421. 

La   Table   IV   extrapolée    montre   que   67''   doit   être   une   valeur 

approchée  de  y]    supposons  que  le  calcul   d'une   éphéméride,    par 

exemple,  ait  conduit  à  prendre   la  valeur  initiale  (^  =  67"2'4o''    On 

trouve  alors 

â?(logP)  =  0,0000612,         log/'  =  0,2008210, 
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d'où 

dv  =  19",  96, 

<^(log/')  =  0,00003-27, 

et  finalement 

V  —  67'*2'59",9(),        log/'  =  0,2008542. 

Ici  encore  l'erreur  sur  v  peut  atteindre  plusieurs  centièmes  de 
seconde. 

23.  L'anomalie  vraie  et  le  rayon  vecteur  dépendent  des  éléments 
intrinsèques  a  ou  /i,  e,  Mp,  de  l'orbite,  supposée  elliptique  :  il  est 
nécessaire  de  savoir  déterminer  leurs  variations  infiniment  petites, 
lorsque  ces  éléments  viennent  eux-mêmes  à  varier.  En  d'autres 
termes,  il  faut  calculer  les  dérivées  partielles  de  v  et  /•  par  rapport 
à  7i,  ^,  Mo,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  différentielles  totales  dv 
et  dr  lorsque  7^,  e,  Mo  sont  variables  indépendantes. 

Considérons  d'abord  v  et  ;•  comme  fonctions  de  «,  e  et  de  l'ano- 
malie moyenne  M;  on  a 

<)i>    ,  dv     ... 

dv  =  —  rt  e  H TY  dm , 

de  ûM        ' 

»  '"     »  àr    .  <)r    ... 

dr  =    -  da-\ — —  de  -{-  --n  «M -, 
a  (Je  oM 

car  ç  ne  dépend  pas  de  «,  et  il  en  est  de  même  du  quotient  -• 
D'après  ce  que  nous  avons  déjà  vu,  on  a 

dv         a^  dr         a^ 

— —  =  —  cos  o,  -— r  =  —  e  sin  u  ; 

o»M        /•*  '  dM         r 

éliminant  sinw  parla  première  des  formules  (i),  il  vient 

ôr  . 

dM  ^  ' 

Les  mêmes  formules  (i)  différehtiées  par  rapport  à  e  donnent 

dr  Or  du 

sin  V h  /•  cosp  -—  =  a  cosœ  cos  w-; a  tani^o  sin  u. 

de  i)e  '  de 

ôr  .       àv  .        Ou 

cosfr'-; r  sinp  —  =  —  a  sin  m a, 

Oe  de  de 

tandis  que,  par  l'équation  de  Kepler,  on  a 

du  . 

-— ( I  —  e  cosu)  =  sii\  u: 
de  - 
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les  seconds  membres  des  relations  précédentes  deviennent  alors  res- 
pectivement, en  profitant  toujours  des  relations  (i), 

r  séc^cp  sin  p  cosp         et         — rséc^cpsin-p  —  a; 
par  suite 

-—  =sin(^( h  sec^  o    ,  — -  =  —  acosv. 

de  \r  '/  de 

Pour  condenser  en  une  seule  formule  qui  nous  sera  de  la  plus 
grande  utilité  les  expressions  de  dv  et  de  dr^  désignons  par  y  un 
angle  arbitraire,  et  formons 

rf[r  sin  (('  H-  ^)]  =  's\x\(^v  -\-  f)  dr  -^  r  cos(t'  H-  X.)  dv. 

Le  coefficient  de  da  au  second    membre  est   -sinfp  +  v);   celui 

a        ^         '"  ^ 

de  de  est 

/•  sinp  séc-ç  C(>s(p  H-  /  )  —  o,  sin  y 

ou  encore 

*  a  séccp[sin  M  cos(p  H-  "/^)  —  coso  sin/J. 

Enfin  le  coefficient  de  dls\  est 

a  tango  siiip  sin(p-i-^)-i cosçp  cos(p  -H  X)' 

en  remplaçant-  par  séc^o  (i -j-sino  cosc),  il  devient 

a  séccp[cos(p  +  7  )  -H  sino  cosy  ]. 
Finalement  donc 

(12)     rf[rsin(p  +  /)] 

=  -  sin(p  -\-  ■/)  da  -4-  a  sécç  [sin  u  cos(p  -1-  /  )  —  coso  sin/J  de 


a 


a  sécç  [c(>s(p -h  /  ) -h  sinç  cos/J  â?M. 


En  faisant  y  =  —  <^',   ou  y  = <'   dans   le  second    membre  de 

cette  formule  générale,  on  retrouve  les  valeurs  de  r  dv  ou  de  di\ 

Pour  introduire  les  variables  définitives  /?,  o,  Mo  que  l'on  adopte 
d'habitude,  il  suffit  d'observer  que 

da  2  dn  ,  ,  ,,,       ,  x    ,  ,«* 

—  =  —  -  —  »  r/e  =  coso  aco,  «M  =  (^  —  t(,)  dn  -\-  «Mn, 
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de  sorte  qu'il  vient  alors 

(i3)     <^[rsin(p  H-  /J]  =  a  séccp[cos(p  -h  /J  H-  sino  cos/J  {cM^^  {t  —  to)  dn] 

H-  a  [ si n  w  co s  (  p  4-  /  )  "—  cos  cp  si n  /  ]  do 

1      r\/a 
—  -a— 7 — sin(p  +  /  )  rt/i, 

et  il  est  facile  de  réunir  ensemble  les  deux  termes  en  dn. 

Dans  le  cas  d'une  orbite  à  forte  excentricité,  il  convient  d'adopter 
comme  éléments  fondamentaux  l'époque  Td'un  passage  au  périhélie, 
la  distance  périhélie  ^,  et  Fexcenlricité,  ou  plutôt  l'inverse  a  du 
demi-grand  axe    On  a  alors 

aa'=i,         qa' =  i  —  e,  M  —  n{t  —  T), 

de  sorte  que 

da  =  —  a-  da\  de  =^  —  a'  dq  —  q  da\ 

cm  =  —  Âa'^  dT  +  -  ka'^it  —  T)da'.. 

•> 

Portant  ces  valeurs  dans  la  formule  (12),  introduisant  le  para- 
mètre jo  égalàacos'-cc  ou  a  q  {i  -\-  e)  et  remplaçant  sinw  par  —  coscd  sint', 
il  vient  immédiatement 


(i4)     t/[/-sin(p +  /)] 


= r^rcos(p  -t-  7  )  4-  e  cos  y]  dT  -j-     siny sin  p  cos(p  -+-  y  ) 

i/o  l  P  '      J 


6^^ 


-h  rt  da'}  —  /'  sin(t'  -h  y  )  -+-  ^    siny siiip  cos(p  -f-  y) 


o  A.  j 

-+-~-j=,{t—T)  [cos(P4-yj4-ecosyJ    . 


Le  coefficient  de  da  dans  cette  formule  contient  le  facteur  <7,  qui 
devient  très  grand  lorsque  e  se  rapproche  beaucoup  de  l'unité;  le 
second  facteur  doit  donc  devenir  en  même  temps  très  petit,  et 
s'annuler  à  la  limite  dans  le  cas  de  la  parabole;  par  suite,  il  faut  trans- 
former le  coefficient  de  da  de  façon  à  faire  disparaître  la  difficulté  de 
calcul  qui  se  présente  ainsi,  et  à  permettre  le  passage  à  la  limite  qui 
conduira  au  cas  delà  parabole. 

Mettant   d'abord   en   facteur,    remplaçant  —   par   sa   valeur 
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I  -h  ^cos(^  dans  le  coefficient  de  siny,  et  observant  que  l'on  a 


k{t-~T)  = 


r-  M 


le  coefficient  de  da  devient 


(i-e)--' 


cp      r 


I  —  e  p 


Mais  on  a 


sin/^  —  sin(t'  -h  /  ) 


J   p 


M 


j-  ''   (i  —  e)  y/i  —  e'^ 


%\xvv 


[  cos  (  p  H-  /J  -h  e  cos  /J  ( . 


M  =  ?^  —  e  sin  u  =■  (i  —  e)  siii  u  ^  (  u  —  sin  u)^ 
p         siiip 


s  m  a 


/f-eS 


et  de  plus  l'identité 


?>\n{v  -h  x^).  —  sin/  =  (i  —  e)  tang-  cos/ -h  tan  g"  -  [cos(p  +  /,)  -î-  6  cos/J  ; 

l'expression  précédente  peut  alors  s'écrire 

—  sinp{  —  (I  —  e)sec2-cosy 

'i{\  —  e)  p  .2         ^ 


-f- 


[„         ?A  S\nU  „    f'I     r  /  N  n 

3- -— : —  —  tan "'2  -       cosfp  H-  y  )  -t-  e  cosy    > . 
(i  —  e)s\nu  ^    1  \  '-  ''-  ''    \ 

Dans  le  diviseur  de  ii  —  sin;/,  remplaçons  encore  i  — e  par 

(i  +  e)  tang2  —  cot-  -; 

1     P          .         ^(u  — ^  sin  ?<)  1,1  1 

puis  remarquons  que  la  tonction  — ^ se  développe  comme  la 

sinMtang2_ 
fonction  \^  envisagée  au  numéro  précédent  suivant  les  puissances  de 
tang-  — j  en  se  réduisant  à  2  pour  u=o^  de  sorte  qu'on  peut  poser 

3      u  —  sin  M 


sin  u  tanii' 


=  1  —  s  tang2  _  —  I  _  5 tang-  -■> 

if  ^2  I  -f-  é;  2 


en  désignant  par  s  une  fonction  de  u  sur  laquelle  nous  allons  revenir. 
On  a  alors 

(tangsi  \ 
2     I 
I  —  -IS /  y 
i  -+-  e  / 
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et  le  coefficient  de  da    prend  enfin  une  forme  qui  ne  prête  plus  à 
aucune  difficulté,  de  sorte  que  la  formule  (i4)  devient 

(i5)     <i[/-sin(p  H- /)] 

— î-  [cos(p  +  x)  "+~  ^  ^^^/]  '^^'^  "^  U'"X. sinp  cos(p  +  /)     dq 

sfp  .  "  \.  P  '  J 

-\- %\xiv\ — sec--cos7 

1   p  \  ■  1 

tang2-/  tang2-\ 

H ^\   1  —  2^ /  rcos(p  +  7)  +  ecos/]  (<^a'. 

I  -h  e    \  I  +  e  /  / 

En  conservant  les  mêmes  notations  que  précédemment,  on  a 

3      ,/_sinz/  .,,,         u  0^        3  6'»        3  66 

=  3  A3  cos  —    =1 -\-  -z h .  .  .  , 

•2       .  ^U  1  .')  5.77.9 

^mu  tang2_  ^ 

-    2 

et  par  suite 

I        3  62        364         3  06 
5 


>        3-7        7-0        9.  II 
de  sorte  que  si  l'on  pose 


s  =  m  cos'  — j 
2 


26* 


la  fonction  m,  éeale  à ; — h  •  •  • ,  différera  fort  peu  de  -  tfyitqiie 

^     ^  5i47  -5  ^ 


47 
Tangle  —  restera  médiocrement  grand. 


La  formule  (i5)  convient  aussi  bien  au  cas  d'une  orbite  hyper- 
bolique, où  l'on  a  toujours  q  z=z  a{\  —  e),  c'est-à-dire  que  a  est  le 
demi-axe  transverse  pris  négativement;  en  faisant  comme  plus  haut 


dans  ce  cas  8  =  sin  —  >  on  a  alors 
2 


_  i_       362        304        366 


5       5.7       7.9       9. II 
et  l'on  peut  poser 


s  =  m  sec'  — » 


•> 


la  fonction  m'  étant  analogue  à  m,  et  n'en  différant  que  par  le  chan- 
gement de  0^  en  —  0-. 


DÉTERMINATION    DES    POSITIONS    HÉLIOCENTRIQUES    ET    GÉOCEN  FRIQUES.  97 

La  Table  VI  de  la  page  98,   analogue  à  la  Table   V,  fournit  les 
valeurs  à  cinq   décimales  de  log/n  et  logm',  en  fonction  de  l'argu- 

II         II'  .        .  ,  „^ 

ment  -  ou  —  :    cette    approximation   est   plus   que    suttisante   pour 

l'usage. 

Dans  le  cas  de  la  parabole,   la  formule  (i5)  convient  encore  :   il 

suffît  d'j  faire  e  =  i,  5  =  -;  et  si  Ton  veut  substituer  e  à  a  ,  il  n'j  a 

qu'à  remplacer  da  par ,  puisque  l'on  a  ici  a'  =  o. 

En  mettant  en  évidence  l'angle  - -\-y  au  lieu  de  i^  +  y,  rempla- 
çant p  par  2.CJ  et  r  par  q  séc--»  on  obtient  sans  peine  la  forme  défî- 


2 

nitive  : 


-h  sec  - 


(16)     <^[/-sin(p -h  /  )]  = ^cos-cos(  -  +  / ]  «?T 

éc  -     sin  (  -  -t-  /  j  —  siiip  cos  ( i-  /,  )     <^^ 

—  sni  -     tano  -  sec^  -  sin  (  — h  y 


ANDOYER 
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Table  VI. 


u         u 
—  ou 

2  2 


Log  m 


Loem' 


u        u 

—  ou  — 

2  2 


Log  m 


Log  7»' 


o 1 ,3oio3 

o3 

o3 
o3 
o3 
o3 
o3 

02 
» 02 

9 01 

lo — ....     ï,3oioo 
II ï , 3oo99 

97 
95 
92 
89 

85 

79 
73 
66 
57 

47 
35 

22 


12. 
i3. 

14. 
i5. 

16. 

17- 
18. 

ï9- 
20. 
21 . 
22. 

23. 


24 I , 3ooo6 

23 1,29988 


I ,3oio3 
o3 
o3 
o3 
o3 
o3 
o3 
02 
02 
01 
ï,3oioo 
ï, 30099 

97 
95 
92 

89 

85 

79 
73 
66 

57 

47 
36 

22 

ï , 30007 

1,29989 


25.  o 1,29988  1,29989 

968  969 

945  946 

9'9  921 

890  892 

858  860 

84o  842 

821  824 

802  804 

781  784 

759  762 

736  739 

712  7 I 5 

686  690 

659  664 

63 I  636 

602  607 

570  5-76 

538  544 

5o3  5 10 

468  475 

43o  438 

390  399 

349  359 
3o6    '    317 
1,29261     1,29272 


26.  o.. 

27.  o.. 
08.   o.. 

29.  o. . 

30.  o. . 
3o.. 

3i,.  o. . 
3o.. 

32 .  o .  . 
3o.. 

33.  o.. 
3o.., 

34.  o.. 
3o.. 

35 .  o . . 
3o.. 

36.  o.. 
3o.. 

37.  o. . 
3o.. 

38.  o.. 
3o.. 

39 .  o . 
3o.. 

40.  o. . , 


A'^.  B.  —  On  trouvera  les  Tables  V  et  \T  avec  toute  l'extension  que  l'on  peut 
désirer  dans  mon  Opuscule  intitulé  :  Formules  et  Tables  nouvelles  relatives  à 
l'étude  du  mouvement  des  comètes  et  à  différents  problèmes  de  la  théorie  des 
orbites  (Paris,  Gauthier-Villars,  1918);  ce  Mémoire  est  aussi  inséré  dans  le  Bulletin 
astronomique  (  l.  XXXV,  1918,  p.  5-5i) . 


24.  Connaissant  l'anomalie  vraie  et  le  rajon  vecteur,  il  est  facile 
d'achever  de  résoudre  le  problème  général  que  nous  nous  sommes 
proposé  :  dans  cette  seconde  partie  de  la  solution,  interviennent 
les  éléments  d'orientation  2r,  /,  tïj  ou  to.  Mais  la  question  se  présente 
sous  divers  aspects  que  nous  allons  examiner  successivement,  en 
nous   bornant   aux   points    essentiels. 

Les  axes  de  référence  sont  ceux  qui  ont  été  définis  précédemment  : 
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si  leur  choix  venait  à  être  modifié,  il  serait  toujours  très  simple  d'in- 
troduire dans  ce  qui  suit  les  changements  correspondants  nécessaires. 
Appelons  X  et  jâ  la  longitude  et  la  latitude  de  M;  les  triangles  sphé- 
riqiies  x  NM,  yNM ,  sNM,  où  N  désigne  le  nœud  ascendant  de  l'orbite, 
donneijLt  immédiatement  les  cosinus  des  arcs  :rM,  y  M,  :;M,  de  sorte 
qu'en  nommant  «"  l'argument  de  la  latitude  NM  ou  (^  +  ta,  on  a 

X  r=i  r  cos^  cosX  —  r(cos^  cos^  —  cosf  %\\\h  sin^), 
y  ^=  r  cos|3  sinX  =  /•(  sin^J  cos^  -i-  cosi  cosSr  sin^), 
^  ::^  /•  sin  [3  =rsintsin^. 

Ces  formules  permettent  soit  le  calcul  direct  de  jc,  y^  z\  soit 
d'abord  celui  de  k  et  ,3,  pour  en  déduire  ensuite  x^  y,  z  si  c'est 
nécessaire.  Dans  ce  dernier  cas,  on  emploiera  plutôt  les  relations  sui- 
vantes qui  se  déduisent  sans  peine  des  précédentes,  si  l'on  ne  préfère 
pas  les  obtenir  directement  sur  une  ligure  sphérique, 

tang(X  —  2r)  ==  cost  tang^, 
sin  8  =  sin  i  sin^; 

elles  ne  donnent  lieu  à  aucune  difficulté  de  calcul  ou  ambiguïté,  si 
l'inclinaison  i  est  petite,  comme  il  arrive  d'habitude. 

On  peut  encore  mettre  en  évidence  la  rédaction  à  V écliptique^ 
A  —  g  —  .3»,  ou  A  —  /,  en  appelant  /  la  longitude  dans  l'orbite,  égale 
à  o-h2r  ou  V  +  7T7;  on  obtient  sans  peine,  par  une  combinaison  con- 
venable des  équations  précédentes,  la  formule 

sin(X  —  l)  =  —  tan<i  -  tang[3  cos^  : 

il  suffit  d'ajouter  les  valeurs  de  — :r  sin/ et  y  cos /,  puis  de  diviser 
la  somme  par  z. 
On  a  de  même 

sin(XH-^  —  .^)  =  cot- tang  [3  cos^, 

et  cette  formule  est  avantageuse  quand  l'inclinaison  t  est  voisine  de  tc. 

Les  coordonnées  écliptiques  polaires  ou  rectangulaires  héliocen- 

triques  de  M  sont  r,  X,  [B  ou  :r,  y,  ^  ;  on  passe  aux  coordonnées  géo- 

centriques  de  même  nom,  marquées  par  un  accent,  sauf  la  distance 
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que  nous  appellerons  p,  par  l'application  des  formules  suivantes  : 

x'  z=  p  cos  P'  co?  à'  =  a?  -h  R  cos  B  cos  L, 
^'=  p  cos^'  sinX' =  jK -+- f^  cos  B  sinL, 
z' =  p  sin|3'  =  2  -+-  R  sinB, 

où  L,  B,  R  sont  la  longitude,  la  latitude  toujours  très  petite,  et  le 
rayon  vecteur  du  Soleil,  par  rapport  à  la  Terre  O'  prise  comme  nou- 
velle origine  des  coordonnées. 

Si  enfin  on  veut  avoir  les  coordonnées  polaires  géocentriques  équa- 
toriales  de  M,  qui  sont,  avec  la  distance  p,  l'ascension  droite  a  et  la 
déclinaison  o,  on  pourra  déduire  a  et  o  de  à'  et  [i'  par  les  formules 
connues,  où  £  désigne  l'obliquité  de  l'écliptique, 

cos 8  sina  =  —  sins  sin  3'h-  cosï  cos  ^'  sinX', 

cos  8  cos  a  =       cos  P' cos  X', 

sinS  =      cos£  sinp'-4-  sinî  cos^'  sinX'; 

ces  formules  peuvent  être  écrites  de  la  façon  suivante,  en  désignant 
par  cp  un  angle  auxiliaire  : 

z'        tan";3' 
*^       y  sinX' 

langa  =  langX' séccp  cos(çp -t- e), 

tangS  =  sina  tang(cp -h  s), 

et  il  est  aisé  d'éviter  toute  ambiguïté. 

Mais,  presque  toujours,  quand  il  s'agit  d'un  astéroïde  ou  d'une 
comète,  on  détermine  directement  a,  o,  p  sans  passer  par  l'intermé- 
diaire des  coordonnées  écliptiques.  On  peut  y  arriver  comme  ci- 
dessus  en  prenant  comme  plan  fondamental  le  plan  de  l'équateur,  et 
par  conséquent  en  déterminant  les  éléments  2>,,  /,,  to,,  analogues 
à  2r,  ï,  to  relatifs  à  ce  plan,  ce  qui  n'offre  aucune  difficulté,  puisqu'il 
suffit  de  résoudre  le  triangle  sphérique  déterminé  par  les  plans  de 
l'équateur,  de  l'écliptique  et  de  l'orbite;  on  a  ainsi  les  formules 

sini'i  sinSTi  =  sintsinâ", 

siniiCos27i  :=  sine  cost -h  cose  sin«  cos2r, 

cos  t'i  =cos£cost — sins  sini  cosSr, 

sini:isin(wi — w)  =  sine  sinSr, 

sinficos(coi — tu)  =  coss  sint-l-  sine  cos  icosEt. 
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On  peut  aussi  bien,  comme  nous  allons  le  montrer  maintenant, 
conserver  les  éléments  écliptiques,  dont  l'emploi  est  généralement 
préférable.  Considérons  le  système  d'axes  Oços?  tel  que  Oç  et  OÇ 
soient  dirigés  respectivement  suivant  le  rayon  vecteur  OM  et  vers  le 
pôleyj  de  l'orbite,  de  sorte  que  le  plan  Oçaj  coïncide  avec  celui  de 
l'orbite.    Si    Os    est    une    direction    fixe    quelconque,    appelons  / 

l'angle  O^,  O5,  et  -  —  F  l'angle  que  fait  le  plan  0(1^ A  avec  le 
plan  0^5,  en  désignant  par  A  le  périhélie  de  l'orbite;  l'angle  du 
plan  OÇç  avec  le  plan  O'Çs  est  -  —  v  —  F,  et  l'on  a  par  suite 

cosO  ^,  O5  =  siny sin(p  +  F), 
cosO'r],  Os  =  sinycos(p  -+-  F), 
cosO  ^,  O5  =  cosy. 

Soit  alors  OxtytZi  le  système  des  axes  équatoriaux,  tel  par  con- 
séquent que  Oxi  coïncide  avec  Ox,  et  que  Oz^  soit  dirigé  vers  le 
pôle  de  l'équateur.  Appelons  a.  A,  ^,  B,  c.  G,  les  valeurs  des  con- 
stantes/,  F  qui  correspondent  respectivement  aux  directions  0:r,, 
Oyi,  O Zt  :  nous  reviendrons  plus  loin  sur  leur  détermination. 

Si  Xf^  j'i^  G,  sont  les  coordonnées  rectangulaires  équatoriales 
héliocentriques  de  M,  on  a  simplement,  d'après  ce  qui  précède  : 

£Ci  =  /■  sina  sin(  p  H-  A  j, 
^j  =  /'  sin  b  sin  (  t"  -4-  B  ), 
Zi=  r  sin  c  sin  (  p  -h  C  ). 

Les  quantités  sin  a,  sin  6,  sine,  A,  B,  G,  dont  les  trois  premières 
sont  positives,  sont  les  constantes  équatoriales  de  Gauss  pour 
l'orbite  considérée. 

Si  maintenant  X,  Y,  Z  sont  les  coordonnées  équatoriales  géocen- 
triques  du  Soleil,  fournies  par  les  éphémérides,  et  si  x\^  y\^  z\  sont 
les  coordonnées  équatoriales  géocentriques  de  M,  on  a  finalement 

x\  ■=.  p  cos  8  cos  a  =  .r  1 4-  X, 
jj/'j  =  p  cos  3  sin  a  =  ^1  +  Y, 
3'^  =  p  sin8  =  ^1  H- Z, 

et  ces  formules  donnent  immédiatement  les  coordonnées  polaires 
équatoriales  géocentriques  de  M,  soit  c,  a,  g. 
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Quelquefois,  quand  on  peut  dans  le  calcul  d'une  éphéméride  se 
passer  des  valeurs  de  r  et  de  t -,  on  trouve  avantage  à  calculer  direc- 
tement^,, >',,  ^,  en  fonction  de  l'anomalie  excentrique  w,  l'orbite 
étant  supposée  elliptique.  Les  formules  (i)  donnent  à  cet  effet,  sans 
confusion  possible  sur  la  signification  de  la  lettre  a, 

/' sin  p  =  a  cos  co  sin  î^, 

r  cosp  =  a(cos  w  —  sino); 

la  forme  générale  r  sin/ sin (  (^ -|- F )  sous  laquelle  se  présentent  les 
coordonnées  ^< ,  j^, ,  z^  devient  ainsi 

en  faisant 

/'sinF'=a  sin/sinF, 

y  cosF'=  a  coscp  sinycosF, 

/"r=_sino(/'sinF'). 

La  position  géocentrique  obtenue  définie  par  a,  8  est  rapportée  à 
l'équinoxe  et  à  l'équateur  choisis.  On  la  rapportera,  s'il  j  a  lieu,  à 
l'équinoxe  et  à  l'équateur  vrais  de  la  date  pour  laquelle  est  fait  le 
calcul  suivant  les  régies  connues.  Si  les  axes  de  référence  choisis 
sont  ceux  du  commencement  d'une  année  tropique,  et  que  /,  g^  G 
soient  les  constantes  bien  connues  de  la  réduction  au  jour  pour  la 
précession  et  la  nutation  entre  cette  époque  et  la  date  t,  on  ajoutera 
à  a  et  ô  les  corrections 

73  [/+  g  tangS  sin(G  -4-  a)],  g  cos(  G  -+-  a), 

exprimées  la  première  en  secondes  de  temps,  la  deuxième  en  secondes 
d'arc.  Il  ne  faut  pas  oublier  enfin  l'effet  de  l'aberration  :  la  position 
géométrique  ou  vraie  de  M  au  temps  t  est  sa  position  apparente  au 
temps  ^H--:,  en  désignant  par  t  le  temps  que  met  la  lumière  pour 
parcourir  la  distance  qui  sépare  le  point  M  au  temps  t  de  la  Terre  O' 
au  temps  <  -|- t;  t  est  le  temps  d'aberration,  toujours  petit,  que  l'on 
peut  sans  inconvénient  exprimer  en  secondes  de  temps  parla  formule 

T-p  X  49«, 38  =.p['i, 69736], 
ou,  en  fraction  de  jour,  par 

T  =  p[3, 76105]. 
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Le  nombre  498%38  pour  \ équation  de  la  Lumière  correspond  à 
la  constante  20", 47  de  l'aberration. 

Si  l'on  veut  passer  de  la  position  vraie  (a,  3)  de  l'époque  ^  à  la 
position  apparente  de  la  même  époque,  et  que  l'on  appelle  «?a,  <i8,  les 
variations  de  a  et  S  pour  un  jour  à  ce  moment,  il  suffira,  en  raison  de 
la  petitesse  de  t,  d'appliquer  à  a  et  à  8  les  corrections 

—  p  «?a(3, 76105],         — p  â?6[3, 76105]. 

25.  Revenons  aux  constantes  de  Gauss,  qui  sont  équivalentes  dans 
leur  ensemble  aux  trois  éléments  d'orientation  3",  «,  w  et  dont  il  j  a 
le  plus  grand  intérêt  à  donner  les  valeurs  en  même  temps  que  celles 
de  ces  éléments. 

Pour  les  calculer,  observons  d'abord  que  si  deux  directions  quel- 
conques O5,  O5'  ont  respectivement  pour  longitudes  X  et  A^,  pour 
latitudes  ^  et  p',  on  a 

cos  0  5,  O  s'  =  sin  p  sin  [B'  -\-  cos  |E  cos  ^'  cos  (X  —  X'  ). 

Plaçons  alors  le  point  M  au  nœud  ascendant  N  de  l'orbite,  de 
sorte  que  v  ^^  —  oj,  et  désignons  par  O^o'^oîo  le  système  général 
O^YjÇ  dans  cette  position  particulière.  Les  longitudes  et  latitudes 
des  axes  0^<,  Oy<,  O^,,  O^oi  O/io,  O^o  sont  données  par  le 
tableau  suivant  : 


X.... 

. .     0 

r. 
•1 

71 
2 

T, 

Tj 

2r  H — 
1 

3r. 

71 

71. 
2 

^.... 

0 

—  £ 

11 

0 

i 

2 

—  i 

et  par  suite  on  a  immédiatement  : 

cosa;i  ^0=  sin  a  sin  (A  —  w)  =  cosSr, 
cos^i  7]o  =  sina  cos(  A  —  w)  =  —  cosi  sinS^, 
cosa^i  ^0  =  cosa  =       sintsinSr; 

cosj^i  ^0  =  sin  6  sin(  B  —  w)  =       cos  s  sin3r, 

Cf>s^i  r^o  =:  sin  6  cos(  B  —  10)  =  —  sine  sint -h  cose  cos  i  cosS", 

cos  j'i  Ço  =  cos 6  =  —  sine  cosi  —  sine  sint  cos 3", 
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et 

cos  Zi  ^Q  —  sine  sin(C  —  o))  =  sine  sin:2i, 

cos  ZiTiQ  =  sine  cos  (G  —  (o)  =  cos  s  sint  +  sine  costcosSr, 

cos^i^o=cosc  =cos£Cosi  —  sine  sini  cos2r. 

Ces  formules  permettent  le  calcul  des  constantes  de  Gauss  de  la 
façon  la  plus  simple  ;  en  faisant 

nsinN  =  sint,        vi  cosN  =  cosi  cos2r, 

on  a 

sina  sin(  A  —  co)  =  cosSr, 

sinac()s(A  —  co)  =  —  cosisinS, 

sinèsin(B  —  w)  =  coss  sinSr, 
sin6  cos(  B  —  w)  =  n  cos(N  -f-  s), 

sine  sin(C  —  to)  =  sine  sinS", 

sin  c  cos  (G  —  m)  =  n  sin  (  N  +  s  )  ; 

et  l'on  peut  généralement  laisser  de  côté  le  calcul  direct  de  cos  a, 

cos 6,  cosc,  ou  du  moins  lui  donner  une  moindre  précision.  Si  l'on 

employait  les  éléments  équatoriaux  3", ,   «< ,  to,,  on  aurait  les  mêmes 

formules,  mais  plus  simples  :  il  suffirait  en  effet  d'affecter  3",  /,  o)  de 

l'indice    i,  et  de  remplacer  e  par  zéro;  en  particulier,  par  suite,  il 

viendrait 

G  =  Wj,         sine  =  sinij. 

Les  neuf  quantités 

sina  sin(p  H- A),     sina  cos(p  H- A).     cos<2,      ... 

sont  les  cosinus  des  angles  que  font  deux  à  deux  les  arêtes  de  deux 
trièdres  trirectangles,  et  par  suite  il  existe  entre  elles  de  nombreuses 
relations  bien  connues;  c'est  ainsi  par  exemple  que  l'on  a 

sin^a  -h  sïn^b  -+-  sin^c  =  2; 
et  aussi 


cos  a  = 


sin6  sin(p -h  B)     sine  sin(ç' -h  G) 
sinô  cos(p -i- B)     sine  cos(p -h  G  ) 


=  sine  sine  sin(B  —  G),  . 


ainsi  que  les  formules  analogues. 

Comme  on  a  aussi,  d'après  ce  qui  précède, 

cosa  =  — tangt  sinacos(A  —  to), 
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on  voit  qu'on  peut  employer  comme  vérification  du  calcul  des  con- 
stantes de  Gauss  la  formule  simple 

sine  sine  sin(G  —  B) 


tangf  = 


sina  cos(  A  —  co  j 


et  il  serait  facile  de  trouver  bien  d'autres  vérifications  d'après   les 
mêmes  principes. 

Connaissant  les  constantes  de  Gauss,  on  peut  en  déduire  inverse- 
ment les  éléments  équatoriaux  3;<,  /,,  co,  ou  les  éléments  écliptiques 
w,  /,  (.0.  Le  calcul  de  3",,  /,,  (o,  est  immédiat,  et  l'on  peut  ensuite 
passer  à  2»,  /,  w  par  les  formules  mêmes  écrites  ci-dessus,  qui 
donnent  Xj^^  /j  ,  to,  en  fonction  de  2r,  i,  co  :  il  suffit  d'j  permuter  les 
lettres  affectées  de  l'indice  i  avec  celles  sans  indice,  et  en  même 
temps  de  changer  s  en  —  s.  Mais  on  peut  aussi  bien  déterminer  2?, 
i,  iû  directement  :  on  a  en  effet 


d'oi 


>uis 


sint  =  cose  sine  cos(C  —  co)  —  sinî  sin6  cos(B  —  w), 
o  —  c()S£  sine  sin(G  —  co)  —  sinô  sin6  sin(B  - —  w), 

sini  sin co  =:  coss  sine  sinC  —  sine  sin6  sinB, 
sin^  cos(o  =  coss  sine  cos  G  —  sine  sinô  cosB  ; 

.    rv.       sin  6  sin  (B  —  to)        sine  sin  (G —  oi) 

siniJ  = =   r^ , 

cose  sine 

cos  S"  =  sin  a  sin  (A — c»)), 

sin  a  cos(  A  —  w) 


cos  l  =  — 


sin:3" 


et  tous  les  éléments  sont  ainsi  déterminés  sans  ambiguïté  et  dans  de 
bonnes  conditions  de  calcul. 

Il  est  important  de  savoir  déterminer  les  variations  infiniment 
petites  que  subissent  les  constantes  de  Gauss  lorsque  les  éléments  3, 
i,  to  viennent  eux-mêmes  à  varier.  D'après  les  principes  de  la  Ciné- 
matique, on  sait  que  si  le  trièdre  Oçti^  est  soumis  à  une  rotation 
infiniment  petite  dont  les  projections  sur  les  axes  Oç,  0  7^,0^  eux- 
mêmes  sont  respectivement  (iP,  <iQ,  <^R,  on  a 

^(cosO^,  O^)  =  cosO-Ti,  OsdR  —  cosOr,  OsdQ, 

en  désignant  toujours  par  Os  une  direction  fixe. 

Par  suite,  quelle  que  soit  la  direction  Os  définie  comme  précé- 
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demment  par  les  constantes/  et  F,  on  a 

û^[sin/sin(p  -h  F)]  =  sin/cos(p  +  F)  dR  — cos/o?Q. 

Lorsque  les  éléments  2r,  i,  to  varient,  le  mouvement  de  OçriÇ 
résulte  des  trois  rotations  élémentaires  d^,  di^  dto  autour  des 
axes  O^,  ON,  Os  respectivement,  de  sorte  que  l'on  a,  en  appelant 
toujours  g  l'argument  delà  latitude, 

dP  =  sin  i  sin^  d^  -+-  cos^  di, 

dQ  =  sin  i  cos^  d"^  —  sin  g  di, 

dR  =  doi  -+-  cos  i  dla  ; 
donc 

(17)  d'[sin/  sin(p-f-F)]  =  sin/ cos  (p  -h  F)  (<a?co  H-cost  d"^) 

—  cosy(sinf  cos^  d^  —  sin^  di)] 

le  premier  membre  de  cette  formule  générale  est  d'ailleurs 

sin(p  -4-  F)  <n^(sin/)  -h  sin/cos(p  +  ¥ )  d¥ , 


et  se  réduit  à  d(sinf)  ou  à  sinfdF  suivant  que  l'on  fait  <^  =  ; F 

ou  ('  ==  —  F. 

En  prenant  pour  O*  les  directions  Ox^,  Oj'i,  O^^,  on  aura  donc 
les  formules  telles  que  les  suivantes  pour  résoudre  la  question  pro- 
posée : 

da  —  cos  (A  —  (ii)  di  —  sin  i  sin  (A  —  w  )  d?J, 

dh.  =  doi  H-  cos  i  d^  —  cot  a  [  sin  (A  —  im)  di  -\-  sin  i  cos  (A  —  w  )  ^E?] . 

Il  est  facile  de  mettre  en  évidence  au  lieu  de  da  la  différentielle  du 
logarithme  de  sin«,  soit  modcotar/a,  qui  est  la  quantité  dont  on  a 
besoin  dans  la  pratique;  et,  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  on  pieut 

remplacer  cota  par : sin(  b  —  L-). 

^  ^  S1H«  ^  ' 

Les  dérivées  partielles  telles  que  -r^  peuvent  être  mises  sous  des 
formes  diverses;  en  particulier,  on  vérifie  sans  peine  que 

dX.              .                  •     .        /  4                    cos  i 
,e  =  cosi  —  cota  sin  4  cos  (A  —  10)  =  —. : 

mais,   contrairement  à  ce  qui  précède,  le  résultat  ainsi   obtenu  ne 
saurait  s'étendre  à  B  et  G  par  simple  permutation  des  lettres. 
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Il  est  encore  nécessaire  de  chercher  comment  varient  les  constantes 
de  Gauss  en  vertu  de  la  précession,  l'orbite  restant  fixe  :  et  il  faut 
aussi  déterminer  les  variations  des  éléments  2f,  /,  co  eux-mêmes 
dues  à  la  précession,  c'est-à-dire  au  déplacement  des  axes  de 
référence. 

Déterminons  d'abord  les  variations  annuelles  des  constantes  de 
Gauss,  sous  l'action  de  la  précession.  Si  l'on  appelle  comme  d'habi- 
tude m  et  n  les  précessions  annuelles  en  ascension  droite  et  en  décli- 
naison, le  mouvement  instantané  du  trièdre  Ox^y^z^  formé  par  les 
axes  équatoriaux  est  une  rotation  élémentaire  dont  les  projections 
sur  ces  mêmes  axes  sont  respectivement  o,  ndt^  —  mdt.  La  formule 
de  Cinématique  rappelée  ci-dessus  devient  ici,  en  désignant  toujours 
par  O5  une  direction  fixe,  et  par  <iP,,  <^Qn  <3?R,  les  projections 
sur  OjPj,  OjKi,  Ojj  de  la  rotation  élémentaire  du  trièdre  O^r^j'iS,  : 

û?(cosO  x\^  Os)  =  cosOj^i,  O^  dRi  —  cosO  z^,  O  s  dQi, 
et  l'on  a  de  même 

d'(cosOj'i,  O*)  =  cosO  ^1,0*  dPi  —  cosOrri,  0^  dRi, 
(i(cosO  ^1,  Os)  =  cosO  Xi,  Os  <:/Qi —  cosO  /i,  0*  dPi. 
Si  donc  on  prend  pour  0.9  la  direction  O^,  il  vient  ici 

—  [sma  sin(p  -+-  A.)]  =  —  m  sin  b  sin(p  H-  B)  —  n  sine  sin(p  -i-  G), 

-7- [sin  è  sin(p -h  B)l  =       /m  sin  a  sin (p -f- A), 
dt 

d 

-7- [sine  sin(p -h  G)]  =        ai  sin  a  sin  (t» -h  A)  ; 

faisant  après  différentiation   ^^^7  —  A,   ou(^^  —  A  dans  la  pre- 
mière formule,  et  agissant  de  même  avec  les  autres,  on  a  finalement 

<3?(sina)  ..  ..         „,  .  /»         n\ 

— — ■ =  —  m  sin6  c()s(  A  —  B  )  —  n  sine  cos(  A  —  L), 

dt  ^ 

dis'mb)  .  ..        „,  d(s'mc)  .  „ 

=  m  sina  cos(A  —  B),  - — -^ =  n  sinacos(A  —  C), 

dt  dt 

sina— ^  =  m  sin  6  sin  (A  —  B)  -h  n  sine  sin  (A  —  G), 
dt 

sine  —j~  =  m  sina  sin(A  —  B),         sine  —r-  =  n  sina  sin(  A  —  G). 
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Pour  mettre  ces  formules  en  nombres,  on  se  reportera  aux  valeurs 
de  m  et/i  d'après  Newcomb  : 

m  =  46",o85  -f-  o",  000279^, 
n  =  2o",047  —  o",  000085^, 

t  étant  exprimé  en  années  tropiques  à  partir  de  1900,0. 

Le  raisonnement  précédent  permet  d'exprimer  les  dérivées  par- 
tielles des  constantes  de  Gauss  par  rapport  à  2r  sous  une  nouvelle 
forme.  Si  en  effet  on  fait  varier  h  de  <^2r,  cela  revient  évidemment  à 
considérer  l'orbite  comme  fixe,  et  à  donner  au  trièdre  Ox^  r,^<  une 
rotation  élémentaire  —  d^  autour  de  Oz  :  cette  rotation  a  pour  pro- 
jections sur  0^1,  Oj',,  0:^1  respectivement  :  o,  sinst/^T,  —  coss^iS», 

1     .  d(s'\na)     ô^  ,  1  1        r 

et  par  suite  on  obtient  — ^?: — 5  -tt-»  •••;  en  remplaçant  dans  les  lor- 

mules  précédentes  m  par  coss,  n  par  sins. 

Cherchons  maintenant  les  variations  annuelles  dues  à  la  précession 
pour  les  éléments  2r,  ?',  w  eux-mêmes.  Le  trièdre  Oxyz  des  axes 
écliptiques  est  ici  soumis  à  une  rotation  élémentaire  qui  est  composée 
de  deux  autres,  savoir  :  1°  une  rotation  —Vdt  autour  de  O-S,  en 
appelant  P  la  précession  générale  annuelle  en  longitude;  2"  une 
rotation  i^dt  autour  d'une  certaine  dr.oite  OE  du  plan  jt)',  dont  la 
longitude  est'>p;  Q  est  la  précession  annuelle  en  latitude,  si  l'on  veut^ 
et  OE  est  la  position  limite  de  l'intersection  du  plan  de  Técliptique 
avec  sa  position  infiniment  voisine.  Dans  les  mêmes  conditions  que 
ci-dessus,  on  a 

P  =    5o",  2564   +  o",  0002'22  ^, 

Q  =  o",  47107  —  o",  00000675  ^, 
cû  =  173°  57' 3"+ 32",  869  ^ 

Mais  on  peut  aussi  bien  considérer  le  trièdre  Oxyz  comme  fixe,  et 
regarder  le  trièdre  O^t.Ç  comme  mobile  et  soumis  à  la  résultante  des 
deux  rotations  opposées  aux  précédentes,  V  dt  et  —  Çldt  autour  de 
O:;  et  de  OE,  de  sorte  que  cette  rotation  est  équivalente  au  système 
des  trois  rotations  d^^  di^  dix)  autour  de  Oz,  ON,  O^.  Projetant  ces 
deux  systèmes  équivalents  de  rotations  sur  O^o  (c'est-à-dire  ON)^ 
Orjo,  O:;,  on  a  les  égalités 

sini(<i2r  —  Pdt)-^  cost  sin(cp  —  2r)Qc?i  =  o, 
cos  i  doi  -H  d?j  —  P  cl';  =  o, 


DÉTERMINATION    DES   POSITIONS   HÉLIOCENTRIQUES    ET   GÉOCENTRIQUES.        I09 

de  sorte  que  finalement 

-^  =  P  +  Q  cotf  sin(2r  —  o), 
-=-Qcns(:J-<p), 


diù 
~di 


=  —  Q  coséct  sin(2r  —  o); 


et  l'on  en  déduit,  si  l'on  préfère, 

d-ni 


dt 


=3  P  —  Q  tang-  sin(2r  —  o). 


Ces  mêmes  formules  donnent  les  variations  des  éléments  équatoriaiix  ; 
il  suffit  d'affecter  les  lettres  ^,  «,  03,.  w  de  l'indice  i,  de  remplacer  P 

par  m^  Q  par  /z,  et  de  faire  0  =  -:^- 

Si  l'emploi  des  variations  annuelles  n'est  pas  assez  exact  pour 
passer  des  éléments  2?,  /,  oj  d'une  orbite  rapportés  à  l'écliplique  et 
à  l'équinoxe  moyens  d'une  époque  ^,  aux  éléments  2?',  i\  0/ rapportés 
à  Técliptique  et  à  l'équinoxe  moyens  d'une  autre  époque  r',  il  faudra 
avoir  recours  à  la  considération  du  triangle  sphérique  déterminé  par 
l'orbite  et  les  deux  écliptiques.  Sur  la  figure  3,  y  et  y'  sont  les  deux 


Fis.  3. 


équinoxes,  E  est  le  nœud  ascendant  ou  descendant  de  l'écliptique  de 
l'époque  j'  sur  l'écliptique  de  l'époque  t^  suivant  que  l'intervalle  de 
temps  t! —  t  est  positif  ou  négatif,  P  est  le  plan  de  l'orbite,  N  et  IS' 
sont  les  nœuds  ascendants  de  P  sur  les  deux  écliptiques. 

Si  l'on  fait,  suivant  les  notations  de  la  Connaissance  des  Temps^ 
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OÙ  l'on  trouvera  en  même  temps  les  valeurs  numériques  nécessaires, 

YE  =  cp,         y'E  =  'f-f-X,         E  =  k, 
on  a  d'abord 

cosi'  =  cosA  CAisi  -+■  sin  A"  sin  i  cos(27  —  ç  j, 

ce  qui  peut  s'écrire  sous  la  forme 

cosf'=  (i  —  a)  cos(i  — ■  {3), 

en  faisant 

tang^  =  tang  A  cos(3r  —  o), 


I  — a  =  v^i  — sin2A:sin2(S7  —  cp). 

On  peut  toujours,  en  raison  de  la  petitesse  de  /r,  développer  en  série 

et  écrire 

[3  =  A-cos((p  -2r)+..., 

'2  ï  /  ^ 

en  ne  négligeant  que  des  termes  très  petits  dont  on  pourrait  aisément 
tenir  compte. 

On  a  alors 

cos i'  =  cos (i  —  (E )  —  a  cos (i  —  ^ ), 

et  par  suite  il  vient 

i'  =  t  —  (3  4-  a  col  (  i  —  p  ) a2  cot^  (  î  —  j3  )  H-  .  .  .  ; 

généralement  on  pourra  faire  simplement  i' :=  i —  p,  et  l'emploi  du 
terme  suivant,  s'il  devient  nécessaire,  sera  suffisant,  sauf  très  rare 
exception. 

On  a  ensuite  dans  le  triangle  ENN' 

sin(a)' —  w)  =  —  sinA  sin(2r  —  cp)  coséc  i\ 

et  presque  toujours  il  suffira  d'écrire 

w'  =  oi  —  A  sin (27  —  cp)  coséc  t'. 
Enfin,  on  a  encore 

sin/'  sin (3^' —  cp  —  À)  =  sin  t  sin(S^  —  ip), 

sint'cos(2î' —  ç  —  À  )  = —  sin  A  cos  i  -+-  cos  A  sini  cos  (Et  —  cp), 
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d'où  l'on  lire 


SI 


nt'  ï^in(27' —  S"  —  X)  =  sinA  siii(  3"  —  ç)     cosi  ■+-  tang  —  sini  cos(2r  —  ç)  1 


OU,  en  ne  négligeant  que  des  termes  très  petits  du  troisième  ordre 
en  k, 

sint'sin(2:r'  —  ?!  —  X)  =  sinA  sin(S  —  cp)  cos    i  —  tang  — cos(2r  —  ?)    , 

c'est-à-dire  encore,  dans  les  mêmes  conditions  d'exactitude, 

sin(&' —  2r  —  X)  =  —  sin(w' —  w)  cos  (  i  —  -  )  ; 

et  le  plus  souvent,  il  suffira  d'écrire 

Sr'  =  S".  +  X  —  ( w'  —  w )  cos  (i  —  -  j  • 

Il  serait  bien  facile  de  développer  une  méthode  toute  pareille  pour 
passer  des  éléments  équatoriaux  de  l'époque  t  à  ceux  de  l'époque  l'  ; 
mais  le  calcul  est  moins  avantageux  et,  au  surplus,  la  question  ne 
présente  que  peu  d'intérêt  pratique. 

26.  Pour  terminer  ce  Chapitre,  il  ne  nous  reste  plus  qu'à  déter- 
miner les  variations  que  subissent  les  coordonnées  géocentriques  p,  a,  8 
du  point  M  lorsque  les  six  éléments  de  l'orbite  viennent  à  varier. 

Le  point  M  prend  alors  un  déplacement  infiniment  petit  MM',  et 
pour  avoir  directement  les  variations  correspondantes  dp^  dcL^  d^,  il 
suffit  de  projeter  ce  déplacement  sur  trois  axes  rectangulaires  conve- 
nablement choisis  O'^'ïl" s',  ayant  pour  origine  la  Terre  O'.  Prenons 
en  effet  pour  O' q"  la  direction  G' M  elle-même,  d'ascension  droite  a 
et  de  déclinaison  ô;  choisissons  ensuite  l'axe  O'rj"  perpendiculaire 
à  O'M  et  dans  le  plan  de  l'équateur,  de  telle  façon  que  son  ascension 

droite  soit  a-| — -' :  l'axe  O'Ç'  résulte  des  deux  premiers,  et  l'on  peut 
considérer  son  ascension  droite  comme  égale  à  a,  en  prenant  — [-8 

pour  sa  déclinaison.  Il  est  clair  que  les  projections  de  MM'  sur  O'^", 
O'yj",  O'Ç'  sont  respectivement  <ip,  p  cos8<ia,  pdù;  et  l'on  obtient  le 
même  résultat  en  projetant  MM'  sur  les  axes  O^',  Oy)',  O^'  parallèles 
aux  précédents  menés  par  le  Soleil  O. 

Si  donc  a',  A\  b' ^  B',  c  ,  G  sont  les  valeurs  des  constantes  /,  F 
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définies  d'une  façon  générale  au  n"  24,  qui  correspondent  aux  trois 
directions  Oç',  Or/,  OÇ',  les  projections  de  OM  sur  ces  axes  sont 

r  s'ina'  sin(p  +  A'), 
/'  sin  b'  sin(r  -+-  B'), 
7'  sin  c'  sin(('  -+-  C); 

et  l'on  a 

dp  =  d[r  ^h\a' ^\n(  V -h  X')], 

p  cosô  doL  =  d[r  sin  b'  siii(p  +  B')], 
p  â?g  =  <f  [/' sin  c' sin(  p -h  G')]. 

Les  quantités  a.  A',  ...,  analogues  aux  constantes  de  Gauss,  sont 
faciles  à  calculer,  comme  nous  le  verrons  tout  à  Fheure  ;  elles 
dépendent  des  éléments  d'orientation  2r,  i,  to,  tandis  que  /•  et  ^ 
dépendent  des  éléments  intrinsèques  Mq,  ;ij  a  de  l'orbite,  et  par 
suite  on  peut  écrire,  par  exemple, 

dp  =  sin  a'  d[r  sin(p  -+-  A'  )]  -h  r  d[s\na'  sin(p  -+■  A')], 

en  prenant  pour  «?  [/*  sin((^  +  A')]  le  second  membre  de  la  for- 
mule (i3),  où  l'on  remplace  y  par  A',  et  pour  ^[sina' sin(('-f- A')] 
le  second  membre  de  la  formule  (17),  où  l'on  remplace /par  a'  et  F 
par  A';  si  Ton  fait  ces  substitutions  et  que  l'on  développe  sin^ 
et  cos^,  qui  figurent  dans  (17),  on  a  finalement 

(18)     — -  =  —  séc©[sina'  cos(p  -+-  A')  +  sino  sin  a'  cos  A']  [dM^-h  (t  —  t^)  dn] 

?  ?        ' 

1  a  r  \la    .       ,    . 

—  -  —  — - —  sin  a  sin  (  p  +  A  )  dn 
o    p        A" 

H [sinf*  sina'  cos(p  +  A')  —  coscp  sina'  sin  A']  d^ 

P 

H —  sina'  cos(p  -+-  A')  (<a?w  -h  cost  <i3") 

p 

r  sinp  ,,  ,.         ...  ,,v  , 

cos  a  (cos  10  ai  -t-  sin^  sin  w  d:2) 


P 
/'  cos  p 


cosa'(sina)  di  —  sin  t  cos 'o  6/2r). 


En  changeant  d  et  A'  en  6'  et  B',  puis  en  c'  et  G',  on  obtient  de  la 
même  façon  les  valeurs  de  coso<ia  et  6^0,  qui,  généralement,  sont 
seules  iitiles. 
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S'il  y  a  lieu  d'employer  au  lieu  de  la  formule  (i3)  l'une  des  for- 
mules (14)7  (i5)  OU  (16),  on  obtiendra  par  le  remplacement  de 
^  [/•  sin(t' +  A')]  des  résultats  analogues  qu'il  est  inutile  de  trans- 
crire îci  en  détail. 

On  doit  encore  observer  que,  dans  la  formule  (18),  les  parenthèses 
des  trois  dernières  lignes,  qui  ne  dépendent  que  des  éléments  d'orien- 
tation et  de  leurs  variations,  sont  aussi  indépendantes  des  axes  de 
référence,  de  sorte  qu'on  peut  y  remplacer  les  éléments  écliptiques 
2r,  f,  co  parles  éléments  équatoriaux  3?,,  i, ,  oj,  :  en  effet,  ces  paren- 
thèses ne  sont  autre  chose  (au  signe  près  pour  la  troisième)  que  les 
projections  sur  les  axes  Ov,,  O^,,  Oiri<  delà  rotation  élémentaire  qui 
définit  le  mouvement  instantané  du  trièdre  O^jT^  Ç^  dû  à  la  variation 
des  éléments  d'orientation  de  l'orbite,  en  désignant  par  Oç<y)|Ui  la 
position  particulière  du  trièdre  général  OçtjÇ  que  l'on  obtient  quand 
on  place  le  point  M  au  périhélie  A. 

Pour  calculer  les  quantités  a  ,  A',  ...,  dressons  les  tableaux  sui- 
vants qui  montrent  d'une  façon  claire  les  cosinus  des  angles  que 
font   entre    elles   les  arêtes  des  trois   trièdres   Oj^<jk<^,,    0H,7, ,tl,, 


Oi'r/:'  : 

ov 

Or/ 

0!;'  ~ 

0^1 

cos8  cosa 

—  sina 

—  sinô  cosa 

Oji 

coso  snia 

cosa 

—  sinS  sina 

0^1 

sinô 

0 

cosS 

OL 


Oïii 


O'' 


Oxt 

sina  sin  A 

sina  cos  A 

cosa 

O71 

sin  b  sinB 

sin  b  cos  B 

cos  6 

0^1 

sin  c  sin  G 

sin  c  cosC 

cos  c 

o- 


o 


O'' 


or 

sina' 

sinA' 

sina' 

cos  A' 

cosa' 

Or/ 

sinb' 

sinB' 

sin  b' 

cosB' 

cos  6' 

OC 

sin  c' 

sinC 

sin  c' 

cosC 

cos  c' 

On  a,  par  exemple, 


cos^'^  =  cos^i  Ç'  cos^Tili  -h  cos^/i^  cosj^i^i  H-  cos^i  r  COS^i^i, 
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et  par  suite 

sina'  sinA'=  cos8  cosa  sina  siii  A  -+-  cos8  sina  sinb  sinB  -h  sinS  sine  sinC, 

sina'  cos  A'=  cos8  cosa  sina  cosA  +  cosS  sina  sinb  cos  B  -+-  sinô  sine  coeC, 

cos«' =  cosS  cosa  cosa  -h  cos 8  sina  cos 6  -f-sinôcose; 

et  l'on  obtient  de  même  sin6'sinB',  ...,  sinc'sinC,  ...,  en  rem- 
plaçant les  facteurs  cos o  cosa,  cos 6  sina,  sin5  dans  les  seconds 
membres  par  — sina,  cosa,  o  d'abord,  puis  par  — sinScosa, 
—  sinô  sina,   cosô. 

En  employant  les  éléments  équatoriaux,  on  a  des  formules  plus 
simples  semblables  à  celles  qui  donnent  les  constantes  de  Gauss. 
Si  OH2VI2S2  est  la  position  particulière  du  trièdre  général  O^rX 
obtenue  en  mettant  le  point  M  au  nœud  ascendant  de  l'orbite  par 
rapport  à  l'équateur,  les  ascensions  droites  et  déclinaisons  des  axes 
O^',  Oy^',  O^',  Oç25  O'^i^j  0^2  sont  données  par  le  tableau  sui- 
vant : 

O^'       Ot/ 

Ascension  droite.  ...     a       an — 

Déclinaison 8  o 

et  par  suite  on  a  immédiatement 


o: 


Ô  -h  - 
2 


OH. 


•^1 


O' 


o;, 


^1 


sina 
sina 
cosa 

sin  6 
sin  6 

cos  b 

sin  c 
sin  c 
cos  c 


sin  (A' —  wi)  =  cosô  cos  (a  —  STi), 
cos(A' —  ixii)  =  slnii  sin  8  -+-  cosi'i  cos  8  sin  (a  —  2r,  ), 
=  cosi'i  sin  8  —  sint'i  cos  8  sin  (a  —  2ii); 

sin(B' —  wi  )  =  —  sin(a  —  Si  ), 
cos  (  B'  —  w ,  )  =      cos  il  cos  (a  —  ST)  ), 
=  —  sin^'i  cos  (a  —  '^i)', 

sin(C' —  wi)  =  sin  8  cos  (a  —  Si  ), 
cos(C' —  wj)  =  sint'i  cos  8  —  cosi'i  sin  6  sin  (a  —  Sj  ), 
=  cost'i  cos  8  -h  sint'i  sin  8  sin  (a  —  Si). 


Que  l'on  opère  d'une  façon  ou  d'une  autre,  tous  les  calculs  relatifs 
à  la  détermination  de  da.  et  do  se  feront  rapidement,  car  ils  n'exigent 
qu'une  faible  approximation,  celle  que  donne  l'emploi  des  Tables 
à  quatre  décimales  ou  cinq  au  plus  :  on  rencontrera  d'ailleurs  de 
nombreuses  vérifications  sur  lesquelles  il  serait  superflu  d'insister. 
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Il  est  clair  encore  qu'au  point  de  vue  purement  numérique,  quand 
on  ne  cherche  pas  à  mettre  en  évidence  dans'  les  formules  telles 
que  (i8)  les  coefficients  mêmes  des  variations  des  éléments,  on  peut 
faire  avantageusement  des  oioupciuenls  de  termes,  dont  il  suffit  d'in- 
diquer ici  la  possibilité,  sans  entrer  dans  de  plus  amples  détails  sur 
leur  choix.  Observons  seulement  que  si,  dans  la  formule  (i8),  on 
chani;e  a  et  A'  successivement  en  <2,  A,  h^  B,  c,  G,  on  aura  précisé- 
ment, toujours  au  facteur  -  près,  les  projections  du  déplacement  MM' 

P 
I                    ,               •                         ^                  •     dxx      dvx      dzi  , 

sur   les  axes   equatoriaux   eux-mêmes,   soit j   -^^—j  »   et  qu  on 

^  G  0  0  * 

r  r  r 

en  peut  déduire  immédiatement 

dp                  ^           d.T^              ^    .       dyx  .    rs  dZy- 

— !-  :~      coso  cosa h  coso  sina— ::^ h  sino  - — , 

P  9  .  P  ? 

^    ,                         .       dTi                          dfx 
coso  doL  ^= —  sina h  cosa ■} 

P  P 

,is              ■    ,N           dxt          .    ■      .        dyx               ^  dzx 
dh  =  —  sin5  cosa sinS  sina  -=^ h  coso ; 


le  calcul  de  cos  ô  doL  et  de  dû  est  ainsi  un  peu  abrégé. 


CHAPITRE  VI. 

PROBLÈMES  DIVERS  RELATIFS  A  LA  DÉTERMLNATION 
DES  ORBITES  KÉPLÉRIENNES. 


27.  Au  problème  traité  dans  le  Chapitre  précédent,  correspondent 
divers  problèmes  inverses,  dont  le  principal  est  la  détermination 
d'une  orbite  à  l'aide  d'observations  réellement  faites  à  la  surface  de 
la  Terre.  Mais  avant  d'aborder  l'étude  de  ce  problème  fondamental, 
nous  devons  résoudre  un  certain  nombre  de  questions,  préliminaires. 

Il  est  clair  qu'une  orbite  képlérienne  est  complètement  déterminée 
par  la  connaissance,  à  un  instant  donné  ^,  de  la  position  héliocen- 
trique  du  point  M,  et  par  celle  de  la  vitesse  correspondante,  consi- 
dérée bien  entendu  comme  un  vecteur. 

Toutes  les  notations  du  Chapitre  précédent  étant  généralement 
conservées,  nous  allons  tout  d'abord  déterminer  les  éléments  de  l'or- 
bite du  point  M,  connaissant,  à  l'instant  /,  ses  coordonnées  hélio- 
centriques  x^  r,  s,  et  les  projections  sur  les  axes  de  sa  vitesse  V, 
soit  x\  y\  z' .  Le  plan  fondamental  Oxy  sera  indifféremment  celui 
de  l'écliptique  ou  celui  de  l'équateur  moyen  d'une  certaine  date  indi- 
quée, l'axe  Ox  étant  toujours  dirigé  vers  l'équinoxe  moyen  cor- 
respondant. De  plus,  nous  supposerons  la  vitesse  V  et  ses  projec- 
tions calculées  en  prenant  une  unité  de  temps  telle  que  le  coefficient/: 
devienne  égal  à  l'unité;  en  d'autres  termes,  si  l'on  maintient  pour  ce 
coefficient  sa  valeur  ordinaire,  et  que  Ton  fasse  t  ^  A'^,  les  valeurs 
de  x\  y' ^  z'  sont  celles  des  dérivées  des  coordonnées  x^  y,  v,  prises 
par  rapport  à  t,  pour  l'instant  donné. 

En  se  reportant  au  Chapitre  III,   on  voit  que  la  constante  F  de 

l'équation  des  forces  vives  est  précisément 1  et  que  la  cons- 
tante h  des  aires  est  ici  \//>.  La  normale  au  plan  de  l'orbite,  qui  porte 
le  vecteur  h,  a  d'ailleurs  pour  cosinus  directeurs  évidents  sin/sin37, 
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—  sini  ces 2?,  cosf,  en  appelant  2?  et  i  la  longitude  du  nœud  ascendant 
et  l'inclinaison  du  plan  de  l'orbite  sur  le  plan  0:rr,  quel  que  soit  ce 
plan.  En  faisant 

r^.  =  x^- -i- y'- -{- z^ ,         V2  =  a7'2-+-y2_^2'2         (r>o,  V>o), 
l'équation  des  forces  vives  donne  donc  d'abord 

a        r 

et  l'on  connaît  ainsi  l'élément  a,  d'où  l'on  déduit,  si  l'orbite  est  une 

ellipse,  le  moyen  mouvement  diurne  7i  =  ka    '. 

En  projetant  le  vecteur  des  aires  sur  les  axes,  on  a  ensuite 

yp  sin  l  sinJj  =  y.z' —  y'  ^, 
\/p  sin  i c.os'^  =  xz' — x'z, 

sfp  cos  i  =  xy'  —  ^' y-, 

et  ces  équations  font  connaître  les  éléments  /j>,  2f,  i  :  si  l'inclinaison  i 
est  petite  ou  voisine  de  tt,  l'angle  2i  est  nécessairement  mal  déter- 
miné. 

En  faisant 

rr'  =  xx'  -\-  yy'  -h  zz\ 

de  sorte  que  /•'  est  la  vitesse  radiale,  ou  la  dérivée  —  pour  l'instant  t, 
on  peut  écrire  encore,  en  appliquant  une  identité  bien  connue, 

p  =  (yz'-y'zy--h{xz'—x'zy'^(xy'—x'yy- 
=  r2(V2—  r'2), 

et  déterminer  ainsi  directement  le  paramètre  p. 

La  relation  p  =  a{i  —  e-)  permet  alors  de  calculer  l'excentricité  e, 
mais  d'une  façon  peu  précise,  si  elle  est  petite. 

On  la  retrouve,  et  en  même  temps  l'anomalie  vraie  (^,  en  faisant 
usage  des  deux  formules 

e  sinp  =  r'  y/yô, 

P 

e  cosp  = I, 

r 

dont  la  seconde  résulte  de  l'équation  de  l'orbite,  tandis  que  pour 
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obtenir  la  première,  il  suffit  de  différentier  la  seconde,  et  de  rem- 
placer 7^2       par  sa  valeur  y//?. 

Si  l'excentricité  e  est  petite,  l'angle  v  est  nécessairement  mal  déter- 
miné. 

Connaissant  (^,  on  en  déduit  l'anomalie  moyenne  M  pour  l'époque  /, 
et  par  suite  pour  une  époque  quelconque;  en  particulier  l'anomalie 
moyenne  Mq  de  l'époque  t^  :  c'est  encore  un  élément  de  l'orbite. 

Si  l'orbite  est  parabolique,  ce  qui  exige  la  condition 

on  a  ^  =  I ,  et  par  suite,  en  écrivant 

sinp  =  /■'  ^fp,  I  +  cos  V  =  —  1 

on  en  tire  plutôt 


p        rr 

tans  -  =  — =■ 

■'-    /y 


Connaissant  ç^  on  en  déduit  la  quantité  P  qui  remplace  ici  l'ano- 
malie moyenne,  et  par  suite  l'époque  T  du  passage  au  périhélie. 

Quand  l'orbite  est  elliptique  ou  hypeibolique,  voisine  de  la  forme 
parabolique,  on  détermine  de  même  P  au  lieu  de  M,  et  ensuite  T. 

Dans  tous  ces  cas,  la  distance  périhélie  q  est  égale  à  — — • 

Il  reste  à  déterminer  la  distance  to  du  périhélie  au  nœud,  ce  qui  se 
fera  par  les  équations 

r  sin(p -I- u))  =  z  coséc  t, 

r  cos ( p -f- co )  =  :r  cos !^  H- jK  si n Si, 

qui  résultent  immédiatement  des  formules  qui  expriment  x^  y,  z  en 
fonction  de  r,  de  2r,  et  l'argument  de  la  latitude  t>-f- w. 

L'incertitude  qui  peut  exister  sur  l'angle  w  dépend  de  l'incertitude 
de  3?  et  de  celle  de  p;  mais  l'incertitude  sur  l'argument  de  la  latitude 
(^  -i-  (o  ne  dépend  que  de  celle  de  2r.  Quand  l'inclinaison  est  trop 
petite  ou  trop  voisine  de  tt  pour  que  l'angle  2»  soit  bien  déterminé,  il 
vaut  donc  mieux  avoir  recours  à  d'autres  formules  que  l'on  obtient 
de  la  façon  suivante.  Les  équations  qui  donnent  y/p,  /,  ^  conduisent 
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immédiatement  à  la  relation 

d'autre  part,  on  a 

,    .  .  i  .  i 

cosecï  =  coti  -+-  tanff-  =  —  cott  +  cot  -; 

on  peut  donc  écrire 

r  sin(i^  -h  co)  =  —  x  sin3r  ->r  y  cos3"  +  z  tang  - 

=      iTsin!^ — V  cosSr -H  5  cot  -  : 

2 

combinant  cette  relation  avec  celle  qui  donne  rcos(p -h  to),  il  vient 
r  sin(  ^>  ->r  (M  -\-  '^)  =. y  -\-  z  tang-  cosSf, 


r  cos(p  -i-a)-+-2r)  =  a7  —  z  tang-  sinâ", 


ou  bien 


_  i        ^ 

r  sin(p  -\-  (si  —  3")  =  — y  -f-  ^cot-  cos.'3', 

r  cos  (t'-i-w  —  :S  )  =      x  -h  z  cot  -  sin  ^. 

2 

Le  premier  groupe  convient  au  cas  où  l'inclinaison  est  petite,  et  l'on 
voit  que  même  alors  la  longitude  dans  l'orbite  ^'  -}-  to  -[-  2»  reste  très 
bien  déterminée;  le  second  groupe  convient  au  cas  où  l'inclinaison 
est  voisine  de  tc,  et  c'est  alors  la  quantité  (^  +  to  —  2r  qui  reste  bien 
déterminée.  Dans  tous  les  cas,  en  effet,  la  longitude  héliocentrique 
doit  être  regardée  comme  bien  déterminée,  et  elle  devient  précisé- 
ment égale  à  .3*  ±  (i^  -{-u)),  quand  on  a  /  =  o  ou  i  =  t:. 

Suivant  que  le  plan  fondamental  Oxy  est  celui  de  l'écliptique  ou 
celui  de  l'équateur,  on  a  ainsi  obtenu  les  éléments  d'orientation 
Sr,  f,  (0  relatifs  à  l'écliptique  ou  à  l'équateur  :  dans  le  dernier  cas,  on 
peut  ensuite  facilement  passer  aux  éléments  relatifs  à  l'écliptique,  en 
se  servant  de  l'obliquité  £.  Dans  tous  les  cas,  on  peut  diriger 'le 
calcul  de  façon  à  obtenir  directement  les  constantes  de  Gauss  A,B,C, 
sina,  sin6,  sine,  relatives  au  système  d'axes  choisi,  et  en  déduire 
ensuite  les  éléments  écliptiques  comme  nous  l'avons  vu  précédem- 
ment. On  a  en  effet 

X 

—  — sin  a  sin ((^  H- A), 
r 
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d'où  par  différentiation 

==  (^  sina  cos(p -4- A)  ; 

/•■- 

remplaçant  r-v'  par  \//?,   on  a  donc  pour  déterminer  A  et  sina  les 
deux  formules 

sina  sin(p  -i-  A  )  =  —  ? 

/           AN        rx'—r'x 
sina  cos(p  -f-  A)  =  = ; 

s/p 
de  même 

y  .  Z 

sin6  sin(p -h  B)  =  —  ,  sine  sin((^  +  G)  =  -  ? 


.     ,         ,          15  V        /'/ — '"'r               •              /          /-N        rz—rz 
sin6  cos(c -h  B)  =  -^^ —  ?  sine  cos(p -i- L)  =:  — — • 

Ayant  donc  d'abord  déterminé  /?  et  p  comme  ci-dessus,  mais  sans 
passer  par  l'intermédiaire  de  3  et  /,  on  a  bien  facilement  les  cons- 
tantes de  Gauss  qui  servent  au  calcul  des  coordonnées  rectangulaires 
héliocentriques  pour  une  date  quelconque. 

Si  le  plan  fondamental  Oxy  est  celui  de  l'équateur,  on  a  ensuite 
les  éléments  d'orientation  pour  l'écliptique  par  les  formules  du  Cha- 
pitre précédent,  qui  peuvent  être  écrites  ici  plus  commodément  sous 
la  forme  équivalente 

sint  sin(p  -4-  w  )  =  coss  sine  sin(p  H-  G)  —  sine  sin^  sin(p  -f-  B), 

sini  cos(p  -h  o))  =  cos£  sine  cos(t^  ■+-  G)  —  sins  sin6  cos(p  H-  B), 

.    ^         sin6sin(B  —  co)        sinecosfG  —  w  ) 

sin  ti  = =  ^ , 

cos£  sine 

sina  cos( A  —  w) 


cosSr  =  sina  sin(A  —  co),  cosi  =  — 


sin.^ 


Si  le  plan  Oxy  est  celui  de  l'écliptique,  on  peut  employer  les 
mêmes  formules  en  faisant  simplement  £  =  o,  de  sorte  que  to  =  C, 
sine  =  sin/. 

28.  Envisageons  maintenant  un  problème  plus  général,  dont  le 
précédent  n'est  qu'un  cas  limite,  celui  de  la  détermination  d'une 
orbite  képlérienne  par  la  connaissance  des  positions  héliocentriques 
du  point  M  à  deux  instants  donnés  t^  et  t^^  :  il  est  clair  encore  que  ce 
problème  est  entièrement  déterminé. 
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Les  coordonnées  des  deux  positions  données  M^  et  Mo  seront  dési- 
gnées, dans  les  mêmes  conditions  que  ci-dessus,  par  a^j ,  j,,  ^,,  et 
^•1^X2^  -^25  respectivement;  r,,  r,-,  t^'i,  ^2  seront  les  rayons  vecteurs 
et  les  anomalies  vraies,  ces  dernières  étant  d'abord  inconnues,  et 
nous  ferons  de  plus  t  =  A  (^2  —  ^i  )* 

Si  Ton  appelles  le  double  de  Faire  du  triangle  OM^M^.  soit  la 
quantité  /<  r2sin(t^o  ^ — t,),  on  a  d'abord,  en  projetant  cette  aire  sur 
les  plans  de  coordonnées,^ 

s  sin  i  sinSr  =  jki  22  —  y^^i-, 

scosi  =  opiy-2  —  oc^yi, 

et  ces  équations  font  connaître,  en  même  temps  que  les  éléments  3?  et  i, 
la  quantité  5,  et  par  la  suite  la  différence  v.2 —  p',. 

Supposons  pour  un  instant  le  paramètre  p  connu.  L'équation  de 
l'orbite  donne  les  deux  relations 

P  P 

^2  /"i 


d'où,  par  soustraction  et  addition, 

.    Pi  +  p.        \  (  p        p\ 

iin =  -     i -L-  ) 

1  i\  J'i        fi  I 


e  sin  — =  -  I  -:^ -=—  )  cosec > 


Pi  -f-  p^         \  f  p         p          \     .    ^2—  V\ 
e  cos =  -  (  -î 'r- 2     sec 


'2  2   \  Ti  /■2 

et  l'on  a  ainsi  l'excentricité  e,  en  même  temps  que  les  deux  anomalies 
vraies  p,  et  To.  Le  demi-grand  axe,  le  moyen  mouvement,  les  ano- 
malies moyennes  pour  les  deux  époques  /,  et  ^2  ^n  résultent  :  la 
différence  de  ces  anomalies  moyennes  doit  d'ailleurs  être  égale  à 
/i(^2 — ^0'  ^^  c'est  justement  là,  si  l'on  veut,  la  condition  qui  déter- 
mine/). 

Enfin  la  distance  to  du  périhélie  au  nœud  se  calcule  comme  pré- 
cédemment à  l'aide  de  l'une  ou  l'autre  des  deux  positions  données. 

Tout  revient  donc  à  la  détermination  du  paramètre  p,  ou  à  celle 
d'une  inconnue  équivalente  g  définie  par  la  relation 

s  =  g\/p] 
et  puisque  ces  quantités  sont  indépendantes  du  choix  des  axes,  les 
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données  de  cette  question  sont  en  réalité  /*,,  To,  t^2 —  ^i  et  t.  Comme, 
d'après  la  loi  des  aires,  Ty/jo  est  le  double  de  l'aire  du  secteur  curvi- 
ligne 0M,M2  compris  entre  les  deux  rayons  vecteurs  OM,,  OM2  et 

l'arc  de   trajectoire  M|  M2,   on  voit  que  -^  n'est  autre  chose  que  le 

rapport  de  l'aire  du  triangle  0MiM2à  celle  du  secteur  curviligne 
correspondant. 

Introduisons  a,  e,  et  les  deux  anomalies  excentriques  Ui  et  u.2 
comme  inconnues  auxiliaires,  et  formons  d'abord  les  relations  qui 
existent  entre  les  cinq  inconnues  et  les  données. 

D'après  la  valeur  de  5,  on  a  en  premier  lieu 


(a)  ri/-2  sin(P2 —  <^i)  =  S''  /<^(i  —  ^'^); 

en  partant  des  relations  connues 

,   /ri     .     Pi  / .     Ui  /rt    .     ^2  / 

•1/  —  sin  —  =  i/i  H- <?  siii — )  4  /  —  sin  —  =  v^ 

y    a  1  2  y     a  2 


.     M2 

1  -f-  e  sin  —  , 
2 


\/' 


—  cos  —  =  V  1  —  ^  cos  —  j  4  /  —  cos  —  =z  \l  \  —  e  cos  —  j 

ai  .^  %/     -  ., 


\'i 


qui  donnent  aussi 

ri  =  a(i  —  ecosMi),         r2=a(i  —  eç.o%Ui)^ 
on  a  ensuite 

(  6  )  \J  r\  r^  sin  =  a\/i  —  e^  siii 


2 


P9 — Vx  /  u^ — Ux  Ux-\- U2 

=  a  I  cos e  cos 


/      X  / ^2 ^1  / 

(  c  )  y/  /'i  ^2  cos  — =  a  ( 

.    ,.  /                        M9  —  Ux           Ux-\-  M9 

(a)  r,  -H  r2  =  2  a  1  I  —  e  cos  -^^ cos = 


Enfin  la  différence  des  anomalies  moyennes  est  égale  k  -a    ^,  et  en 
les  exprimant  à  l'aide  des  anomalies  excentriques,  il  vient 

/      X  I  /  .      i^2—  Ml  M2-r-  U\ 

{e)  X  =:  a^  l  u.2 — Ux — 2  e  sin cos 


Pour  avoir  l'équation  qui  détermine  ^,  il  faudrait  éliminer  a,  e, 
Ui  et  U2  entre  les  relations  (a),  (6),  (c),  («?),  (e)  :  mais  on  voit 
qu'on  ne  peut  arriver  à  un  résultat  simple  qu'en  gardant  W2 — «< 
comme    inconnue   auxiliaire,    et   que   l'on   a   seulement   à   éliminer 
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y/i  —  <?^,  gcos    '  ~^ — -  et  a  pour  obtenir  deux  équations  propres  à 

déterminer  g  et  u-i —  U{- 

Cette  élimination  est  facile.  On  fait  disparaître  y/i  —  e-  en  divisant 
membre  à  membre  [a)  et  (6),  d'où 


(/)  g  —  isja  v//-i/'2Cos 


1^2  t^I       .        Ut U\ 

sin  -^ 


Éliminant  ensuite  ecos— ^ — ^  entre  (c)    et    («?),   puis    entre  (c) 
et  (e),  on  a,  en  tenant  compte  de  (y  ), 

S                                       y —             V.^   —Pi              M.>  —  U\                       .     „   U2 —  Ml 
/■i  +  /•2 —  2  v//'i  /•»  cos c«)s =  aa  sin- > 
2 
T  —  ^^  =  a^  [m, —  Ml —  siri(M2 —  Mi)]. 

Portant  dans  ces  deux  relations  la  valeur  de  a  tirée  de  {/)•,  et 
faisant 


m 


=  y/  /'i  r-y  cos 


on  obtient  enfin  les  deux  équations  cherchées 


_  ^'-3    (ll^—Ui)  —  sin(M2 —  Ml) 

m^  M,—  Ml 


(I)  <;  2 

M2 —  Ml  /']  H-  r2  .é'^ 


cos 


2  m  4  /?i'^ 


On  doit  observer  sur  ces  équations  que  les  inconnues^  et  Uo —  ff i 
ne  dépendent  que  de  t,  de  la  somme  /',  -h  /'o  des  deux  rayons  vec- 
teurs 0M|,  OMo,  et  de  la  quantité  jn^  c'est-à-dire,  si  l'on  veut,  de 
la  corde  MiM^  du  secteur  OMjMo,  puisque  Ton  a,  en  appelant 
maintenant  5  cette  corde, 

s^-=  ri  -h  ri  —  2/'i/'2COs(p2—  ^i)=  ('^i  H-  ''2)-—  4'>^^- 

Ce  sont  ces  mêmes  quantités  qui  interviennent  quand  on  cherche 
à  déterminer  directement  le  demi-grand  axe  a,  dont  les  autres  in- 
connues résulteraient  aisément. 

Faisons  à  cet  effet 

,  Mi-h  M2 

U2 — Ui^='?.^,         e  cos =coscp, 
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de  sorte  que  les  équations  (c),  (<i),  {e)  s'écrivent 

ni  =  y/  f'\  /■•>  cos ^=  a{  cos  y  —  cos  o  ), 

/•,+  /'2=2a(i  —  coscp  costj;), 

z  :=  a-  ('1^  —  2  sin<|/  coscp) 
1 

On  a  immédiatement 


s  =  ^{/■\-r-  f±y-  —  \in^  =  ia  sincp  sin<]^, 
et,  par  suite, 

/  IN         /"i  -h  /'s  +  5  ■         ,  ^         /'i  -H  /'a  —  s 

I — cos(ç+7)=  ,  i —  cos(9  —  <l>)  — 

•2  a  w         .  /  2  a 

Posant  donc  finalement 

Sin2-V  =   ; ,  siii2—    =   ; , 

2  4«  2  4  « 

il  vient 

3 

X  r=  «2  [(çp'— sincp')  —  (^};'— sin'L')]  : 

c'est  l'équation  de  Lambert,  dont  nous  n'avons  pas  à  faire  usage. 

Mais  revenons  aux  équations  (i)  :  lorsque  la  différence  Wo —  Ui  des 
anomalies  excentriques  est  grande,  on  connaît  toujours  des  valeurs 
approchées  des  inconnues,  et  la  résolution  des  équations  (i)  parles 
méthodes  usuelles  d'approximation  en  résulte  sans  peine.  I^resque 
toujours,  dans  les  applications  qui  suivront,  la  différence  «2 —  ^i  est 
petite,  et  même  très  petite,  de  sorte  qu'il  convient  d'abord  de  modi- 
fier la  forme  de  la  première  des  équations  (i),  de  façon  à  permettre 

le  calcul  exact  du  coefficient  de  —  •  En  se  reportant  aux  notations 

adoptées  au  Chapitre  précédent  (n°  22),   et  appelant  u  la  différence 
U2  —  f/),  on  a 


(mj  —  Ml  )  —  sin(!«2 —  "1)  _  I  ^  3 


A 


Q  ,  W2  —  Ml  2 

8  sin^ 


et,  par  suite,  il  vient 


(2)  ê  ,..       , 

"  '      w.  /  2  \  m 


2  V    nij  2  \  m  2/ 

Cette  formule,  jointe  à  la  deuxième   équation  (i),  permet,  avec 
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l'usage  de  la  Table  V,  le  calcul  de  g  sans  difficulté.  On  pourra  même 
la  plupart  du  temps  prendre  |ii  =  7^>  c'est-à-dire  en  fait  supprimer  le 

facteur  jj,   et  remplacer  le  coefticient  -  par  -  dans  le  second  terme 

de  g  :  cette  simplification  est  légitime  notamment  dans  le  cas  très 
général  où  il  suffît  d'obtenir  ce  second  terme  avec  la  précision  d'un 
calcul  à  cinq  décimales,  toutes  les  fois  que  la  difTérence  des  ano- 
malies excentriques  «o  —  U\  est  inférieure  en  valeur  absolue  à  20^. 

Si  -—    est   une    quantité    suffisamment   petite,    on   peut    regarder 


-2 
m 

S   ^,    ^^^  f^-2  —  UV 


et  cos-^- comme  développables  suivant  les  puissances  de  cette 

quantité;  et  il  est  clair  alors  qu'on  arrive  à  la  valeur  exacte  de  g  par 
les  approximations  successives  les  plus  simples,  en  commençant  par 

faire  i?=  t  dans  la  formule  qui  donne  cos  ^ ^j  et  en   écrivant 

l'équation  (2)  sous  la  forme 


I  -h  ^— ^  sec^ 

2  m^  2 


On  a  supposé  implicitement  dans  ce  qui  précède  qu'il  s'agissait 
d'une  orbite  elliptique.  Dans  le  cas  d'une  orbite  hyperbolique,  les 
anomalies  excentriques  u^  et  Wo  auraient  des  valeurs  purement  ima- 
ginaires que  nous  pouvons  désigner  par  u\\/ — i  et  w^  \/ — '? 
les  formules  (i)  deviennent  alors 

,    a,  —  u',         f'i  -{-/•:>  ^2 

en  — = - 


2  m  4  ffi^ 


^  =  ^--A^m 


la  fonction  A  correspondant  à  l'angle  u  égal  à  i{u'^  —  u\  ). 
On  fera  donc 


séc  —  =  ch 


,         u  ,       Mg     U\ 


1  2  * 


et  Ton  aura  alors,  pour  remplacer  la  formule  (2), 


2  \.  m  2 
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la  fonction  p'  étant  calculée  par  la  Table  V  en  fonction  de  l'ani^le  — » 

I 
et  pouvant  généralement  être  réduite  comme  p  à  3/=  * 

Dans  le  cas  Intermédiaire  de  la  parabole,  où  les  anomalies  excen- 
triques sont  nulles,  il  vient  simplement 


^  _  r,  ^-  r,           A'^2   ^ 

2  m            4  fn'^ 

^r3 

ou  bien 

3  mx 

rr    , 

c5      '1 

t'x  H-  i\  -i-  m 

avec  la  condition 

-r^  =  —  (/'i  H-  r,  -h  m  )2  (  rx  -f-  i\  —  2  m), 
8 


qui  exprime  que  l'orbite  cherchée  est  eflectivemenl  une  parabole. 

En  introduisant  comme  plus  haut  la  corde  M,  Mo  égale  à  .ç,  on 
vérifie  sans  peine  que  cette  condition  peut  se  mettre  sous  la  forme 

6- =  (/'i -t- ^2  +  *)^  —  (''1 -*- /'S  — ^)^  : 

c'est  l'équation  d'Euler,  qui  résulte  de  l'équation  de  Lambert  en  fai- 
sant a  infini. 

29.  Reprenons  les  données  et  les  notations  du  n*^  27,  et  soit  M,  la 
position  du  point  M  à  une  autre  époque  ^,  ;  appelons  aussi  x,,  y,, 
z^  les  coordonnées  héliocentriques  de  M,,  et  faisons  t,  =  ki^t ^  —  t\ 
Ces  coordonnées  ^<,j-^,  z,^  sont  des  fonctions  de  T)  et  dex,j',  z, 
x'^  y,  z\  déterminées  par  les  équations  du  mouvement,  qui  prennent 
ici,  en  raison  du  choix  fait  de  l'unité  de  temps,  la  forme  simple  (il 
suffit  d'écrire  la  première) 

d'^Xi  Xy 

^5^    "^H     "''' 

de  plus,  pour  t,  =  o,   les  fonctions  x,,  y^,  s,   et  leurs  dérivées  pre- 

.,  dxx     dvx     dzy     ^    .  ,  1    • 

mieres    ^- ,  ^ — ,  y-    doivent   se  réduire  respectivement   a  x^y^z^ 

x'.y^z' ^  ce  qui  achève  de  les  définir  complètement. 
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Gomme  la  vitesse  V  est  dans  le  plan  OMM,  de  l'orbite,  le  déter- 
minant 

JTi       X      X 

ri  y  y 

Zi      z     z' 


est  nul  ;  par  suite  on  peut  écrire 

xi  =  fix^ffxx',     ri^/ij  +  fti/' 


^1  =  fi^  -^  g\z', 


et  tout  revient  à  l'étude  des  deux  coefficients  y,  et^,,  qui  sont  ma- 
nifestement indépendants  du  choix  des  axes  de  coordonnées,  l'origine 
étant  toujours  le  Soleil. 

Avant  de  montrer  comment  on  peut  effectivement  déterminer /< 
et  o-,  en  fonction  de  t<  ,  x^  y,  ^,  x\  y\  z',  nous  allons  donner  diverses 
expressions  de  ces  quantités  qui  nous  seront  utiles  par  la  suite. 

Nous  pouvons  supposer  que  le  plan  xOy  est  celui  de  l'orbite, 
l'axe  Ox  étant  dirigé  vers  le  périhélie.  Dans  ces  conditions,  on  a 
Zi^=  z  =  z'  =^  o^  et  des  deux  relations  qui  donnent  Xi  et  y,,  on  tire, 
en  remarquant  que  xy' — x'y  n'est  autre  chose  ici  que  la  constante 

des  aires  y/yp, 

/i  v/?  =  a:,  y  — x'jK,,        ^^^^p  =  xyi—x^y; 

on  voit  ainsi  que  g^  \/p  est  le  double  de  Faire  du  triangle  OMMi, 
tandis  que  (i  — /,  )  y//?  est  le  double  de  l'aire  du  triangle  MVM,,  en 
appelant  V  l'extrémité  du  vecteur  vitesse  pour  le  point  M  ;  donc, 
puisque  t,  \/p  est  le  double  de  l'aire  du  secteur  curviligne  OMMi,  les 

quantités  ^  et  — ^=^  sont  respectivement  les  rapports  des  aires  des 

deux  triangles  OMM,  et  MVM,  à  celle  du  secteur  correspondant 
OMM,.  En  particulier,  le  coefficient^,  ne  diffère  pas,  en  tenant 
compte  du  changement  de  notations,  de  la  quantité  g  du  numéro 
précédent. 

Si  d'ailleurs  M2  est  une  nouvelle  position  du  point  M  correspon- 
dant à  l'époque  ^>,  et  que  l'on  emploie  toutes  les  mêmes  notations, 
en  remplaçant  l'indice  i  par  l'indice  2,  on  a 


^1    X2 

ri  72 


/l       /2 


X 


X       X 

y  y' 


ce   qui  montre  que  le  déterminant /,  «"o — f^^^   n'est  autre  que  le 


128  CHAPITRE    VI. 

coefficient  g  lui-même  du  numéro  précédent,  puisque  le  double  de 
l'aire  du  triangle  OM,  Mo  est  x^  jk2  —  ^2y\  •,  ^t  que  l'on  a 

D'après  la  signification  de  g^^  on  a,  en  introduisant  les  rayons 
vecteurs  /•,/•,  et  les  anomalies  vraies  t^,r,, 

r /'i  sin((^i  —  v) 

Pour  déterminer  ensuite  /<,  observons  qu'en  appelant  /'  et  v  les 
dérivées  de  /■  et  de  ^,  prises  toujours  par  rapport  à  t,  et  pour 
l'époque  t^  on  a,  en  conservant  les  axes  particuliers  indiqués  plus 

haut, 

x'  ■=.  r'  cosp  —  rv'  siiip,         JK' =  /''  siiip  -h  rv'  cost». 

et   par   suite,    en   remplaçant   r'    et    rp"'  par   leurs   valeurs   connues 

esiiip     ^  ./n      i^ij->                   ^         ,•                  ^     c              i-f-ecost' 
— — -  et  yjLi  dont  la  dernière  peut  être  écrite  sous  la  lorme — 

yp  r  sip 

il  vient 

,  sin  V  ,       e  -\-  cosp 

sfp  .  vV 

Il  en  résulte 

f^p  =  ri  cos ( Pj  —  v)  -\-  e ly  cos Pi , 

c'est-à-dire,  en  remplaçant  e  cosp',  par -^ i  et  réduisant, 

f  2ri    .    ,Pi—  p 

■^'  p  -2 

ce  qui  peut  s'écrire  encore,  d'après  la  valeur  de  «^,, 

/i  =  I 7-  sec^ 

•2 /--ri  2 

En  rassemblant  ici  les  formules  le  mieux  appropriées  au  cas  où  les 
positions  M  et  M,  sont  rapprochées  l'une  de  l'autre,  et  où  l'on  sup- 
pose connus  a, />,  r,  /•,  et  t,,  on  aura,  d'après  les  équations  (2)  et  (/*) 
du  n°  28,  et  d'après  les  formules  précédentes,  en  appelant  de  plus  p< 
la  valeur  de  la  fonction  ^  que  la  Table  V  fait  correspondre  à  l'argu- 
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«1  —  U 


g\=  ^1 


1  //.  _ 


sec sec 


/ 


rr 


(3) 


sin(c^,— p)  =  — — , 


sin 


1=1 ^se 

1  /•-  /'i 


ec- 


2 

ï^l  — 

M 

'2 

Cl- 

-  P 

^1 


y/a 


sec 


<^i 


/V'i 


Gomme  nous  l'avons  déjà  dit,  ces  formules  permoltent  un  dévelop- 
pement   rapide,     par    approximations    successives,    des    inconnues 

suivant  les  puissances  de  la  quantité  T|(7V|)  *,  qui  est  du  même 
ordre  de  grandeur  que  la  différence  v^  —  v,  et  qui  par  suite  est 
supposée  petite.  Presque  toujours  on  pourra  supprimer  le  facteur  ^i 

en  remplaçant  par  -  le  coefficient  -  du  second  terme  de  g^ .  Dans  le 

cas  d'une  orbite  hyperbolique,  les  modifications  que  doivent  subir 
les  formules  (3)  sont  intuitives,  d'après  ce  qui  a  déjà  été  dit. 

On  a  des  formules   toutes  semblables  pour  calculer  g-.2  et  /"o,  et 


aussi  g. 


Nous  serons  amenés  à  poser 


On  a  alors 


Yt 


g 


(4) 


Ti  = 

1 


/  n.  =  — - 
'1 


9i  = 


gx  ,Si  i/L  sec 


sec* 


o  t 


g^ 


//"l  /•2 


sec 


«'1     .   \  11^—  if-i 
—  sec» 


les  notations  du  numéro  précédent  s'appliquant  à  y. 


30.  Cherchons  maintenant  les  expressions  explicites  de  f\  et  gi 
en  fonction  de  t,  et  de  x^  y,  z,  ^\y'i  ^' -  ^6s  expressions  ne  peuvent 
être  obtenues  commodément  que  sous  forme  de  séries  dont  la  forma- 
tion est  simple.  En  mettant  pour  :ri, y  <,  ;,  leurs  Yci\eursfiX-\-giX',  ... 
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dans  les  équations  du  mouvement  telles  que 

on  en  déduit  immédiatement  que/,  et  g•^  vérifient  les  deux  équations 
différentielles 

avec  la  condition 

que  l'on  obtient  en  ajoutant  les  carrés  des  expressions  de  :r,,  j^i,  g,, 
et  reprenant  les  notations  du  n^  27.  De  plus,  il  est  clair  que  pour 
T,  =  o,  les  fonctions/,   et  ^t   se  réduisent  respectivement  à  i  et  o, 

tandis  que  leurs  dérivées  -y^  et  -f-^  deviennent  o  et  i. 

Tout  revient  donc  à  chercher  les  développements  suivant  les  puis- 
sances de  T,  des  solutions  des  équations  (5)  définies  par  les  conditions 
initiales  précédentes.  La  solution  de  cette  question  est  facile  de  bien 
des  façons,  par  exemple  en  appliquant  une  méthode  d'approximations 

successives.  Remarquons  d'abord  que  la  dérivée  ,'  ?  égale  à 
—  '^}  est  nulle  pour  t,  =  o,  de  sorte  qu'on  peut  partir  pour  les  in- 


1 
connues  des  valeurs 

/l=  H-O.TiH-...,  g-i  =  z  -h  O.X 

on  a  alors  successivement 

—  =  —     I  — 3-  -,-h. 
/•f         /-s  \  r 


3/' 


intégrant  deux  fois  ces  expressions  changées  de  signe,  ainsi  que  l'in- 
diquent les  équations  (5),  on  a  les  développements  plus  complets 


r 


/i  =  ï  — r7?+rTT'î  +  ---.       ^i^-^i 


_3 

-  1 


ar'    '    9.r*  '1   ■  •••'         *»       "1       (5,-3  "^  /j,.4  -1 
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Recommençant  de  la  même  façon,  on  trouve  les  développements 
plus  que  suffisants 


r  t; 


o  /■' 


(6) 


-3 


1-2 /•"    \2 


7/v'-^— 3/-V2J 


^1 


Les  expressions  de/,  et  de  ~  sont  en  réalité  ordonnées  suivant  les 

ji 

puissances  de  t,  ;•      ",  et  les  coefficients  sont  alors  des  polynômes 

entiers  par  rapport  à  /•/•'-  et  rV^,  en  ajoutant  toutefois  que  les  puis- 
sances impaires  de  t,   sont  toujours  accompagnées  du  facteur /•' y//-. 

Gomme  on  doit  nécessairement  s'y  attendre,  ces  quantités  r' y//' et 
et  /  V-  sont  de  purs  nombres,  et  en  effet  on  a,  d'après  le  n"  27, 


y  p 


,.V2=z2—  - 

a 


On  voit  encore  que  la  convergence  des  séries  précédentes  est  no- 
tablement augmentée  par  la  petitesse  de  /',  c'est-à-dire  soit  par  la 
petitesse  de  l'excentricité  e,  soit  par  celle  de  sine. 

Les  quantités  f^  et  g2  ont  des  développements  semblables  :  il 
suffit  de  remplacer  T4  par  To.  Quanta  f^'  owj\g2 — /■j^'t-'  ce  coeffi- 
cient se  développe  alors  suivant  les  puissances  de  t,  et  To  ;  on  a 
d'ailleurs  t  =  To  —  t,,   et  il  est  clair,  par  raison  de  symétrie,  que  le 

rapport^  se  développe  suivant  les  puissances  de  -Zy  +  To  et  de  T|T2, 
ou  encore  de  TiH-To  et  t- ;  de  plus,  la  diflerence  g  —  t  contient  néces- 
sairement t^  en  facteur,  ainsi  que  le  montre  la  valeur  (4)  dey.  En 
n'écrivant  que  les  premiers  termes,  on  a 

on  voit  ainsi  que  la  convergence  de  g  se  trouve  encore  augmentée  si 
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la  somme  t,  -f-  To  est  petite  par  rapport  à  t,  c'est-à-dire  si  l'époque  t 

est  sensiblement  équidistante  des  deux  époques  /<  et  ^o* 

Les  formules  (6)  et  ('j)  mettent  en  évidence  une  observation  qui 

est  essentielle  dans  le  problème  de  la  détermination  des  orbites,  et 

que  nous  aurions  déjà  pu  faire  sur  les  formules  (3)  et  (4).  Supposons 

les  quantités  t,  Ti  ,  To   exactement  connues,  tandis  qu'au  contraire 

les  éléments  de  l'orbite  dont  on  dérive  r,  r',  V,    ou  bien  /•,  /-j,  ;'2, 

a,  p  ne  sont  donnés  qu'à  une  erreur  près  d'ordre  i,  par  exemple,  par 

z 

rapport  à  -zr      ",  que  nous  regardons  comme  du  premier  ordre.  Dans 

ces  conditions,   il  est  clair  que  les  rapports  ^,  ^,  ai  sont,  de  même 

que/',  ety*o,  connus  avec  une  erreur  de  l'ordre  i  +  2;  mais  si  l'on 

envisage  les  quotients  -Ç>  ^3  -^>  -^j  -^'  ils  sont  déterminés  avec  une 

T       T-,      r::,      z-^      1.^ 

erreur  de  l'ordre  «  -+-  i ,  que  diminuera  la  petitesse  de  r\  c'est-à-dire 
de  esinc,  et  qui  devient  de  l'ordre  «  +  2,  si  ce  facteur  est  nul;  et  il 

en  est  de  même  pour  -f^  si  l'on  est  dans  le  cas  particulier  signalé  plus 

haut,  où  la  somme  Ti  -f-  To  est  petite  par  rapport  à  t. 

31.  Bien  que  cela  ne  soit  d'aucune  utilité  pratique  pour  nous,  il 
est  intéressant  de  déterminer  le  rayon  de  convergence  des  séries  qui 
représentent  f^  et  ^^,  c'est-à-dire  aussi  celui  des  séries  qui  donnent 
x^^  j'i,  jj.  C'est  la  question,  résolue  pour  la  première  fois  dans  toute 
sa  généralité  par  M.  F.-R.  Moulton  [Astronomical  Journal^ 
vol.  XXIII),  de  la  convergence  des  séries  du  mouvement  képlérien, 
ordonnées  suivant  les  puissances  du  temps. 

Considérons  d'abord  le  cas  très  simple  de  la  parabole  ;  en  intro- 
duisant, au  lieu  du  temps,  la  variable  équivalente  P,  on  a 

V        \  p 

de  sorte  que  tang-  est  une  fonction  algébrique  de  P  dont  les  points 
singuliers  à  distance  finie  sont  déterminés  par  l'équation 

^P  ç 

=  1  H-  tang2  _  _  Q_ 


(tang, y 


d-  ■    ' 
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En  faisant  i  =  \/ —  i ,  ces  points  singuliers  sont  donc 


P*,  =  ±2i. 


Si  Po  est  la  valeur  réelle  de  P  qui  correspond  à  la  date  t^^  la  fonc- 
tion tang-j  et  toutes  celles  qui  en  dérivent  sans  introduire  de  nou- 
veaux points  singuliers,  comme  r,  r,  ^,  /',  . . .,  sont  développables  en 
séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de  P  —  P,),  dont  le  rayon  de 
convergence  est  évidemment  le  module  de  la  différence  Pq— P±i, 

c'est-à-dire  1 /Po  +  -  ' 

Dans  le  cas  de  l'ellipse,  on  a,  suivant  les  notations  habituelles, 

M  =  u  —  e  sin  îf, 

de  sorte  que  u  est  une  certaine  fonction  de  M  dont  les  points  singu- 
liers à  distance  finie  sont  déterminés  par  l'équation 

dM 

—7—  =1  —  e  cos  u  ■=  o. 
du 

Si  a  est  le  nombre  positif  dont  le  cosinus  hyperbolique  est  ->  on  a 
par  suite,  pour  ces  points  singuliers,  en  désignant  par /i  un  entier 
quelconque, 

U^/^  =  1  IlTZ  ±  ioi., 
M±/,  =*>7t7r±  i{x  —  tha). 

11  est  d'ailleurs  facile  de  s'assurer  que  tous  ces  points  singuliers 
appartiennent  bien  à  la  branche  de  la  fonction  u  que  nous  devons 
seule  considérer,  savoir  celle  qui  s'annule  en  même  temps  que  M.  En 
effet,  dans  le  plan  qui  sert  à  représenter  les  valeurs  complexes  de  M, 
suivons,  pour  aller  de  l'origine  au  point  Mh-/^,  un  chemin  composé  : 
1°  du  segment  de  l'axe  réel  partant  de  l'origine  pour  aboutir  au  point 
d'affîxe  iliTZ]  2*^  un  segment  parallèle  à  l'axe  imaginaire,  allant  de  ce 
dernier  point  jusqu'en  M-+-/^,  et  le  long  duquel  on  a  M  =  iJit.  -\-  «,3, 
fi  variant  de  o  à  zh  (a  —  tha).  La  fonction  w,  partant  de  [la  valeur 
initiale  zéro,  sera  réelle  le  long  du  premier  segment,  et  arrivera  à  son 
extrémité  avec  la  valeur  a/iv:;  puis,  si  on  la  désigne  par  2/^7:  H- :r -{-{>', 
X  eX  y  étant  réels,  le  long  du  deuxième  segment,  on  aura 

x-\-iy  —  e  sin(ip  H- tjK)  =  t'p. 
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c'est-à-dire 

X  —  e  <s,\xvx  ç\\y  =  o, 

y  —  e  Qosx  s\\y  =  p. 

Gomme  la  valeur  initiale  de  x  est  nulle,  on  a  constamment  x  =  o, 
d'après  la  première  équation,  qui  représente  une  courbe  dont  la 
seule  branche  passant  par  l'origine  est  l'axe  des  y,   et  par  suite  il 

reste 

y  —  eshy==  P; 

on  voit  alors  quej^  croît  ou  décroît,  suivant  le  cas,  jusqu'à  =b  a,  de 
façon  que  u  prend  finalement  la  valeur  singulière  u^f^. 

Si  Mq  est  la  valeur  réelle  de  M  qui  correspond  à  la  date  Cq,  la  fonc- 
tion u  et  celles  qui  en  dépendent  sans  introduire  de  nouvelles  singu- 
larités, comme  x,  y,'z,  r,  ...  sont  développables  en  séries  ordonnées 
suivant  les  puissances  de  M  —  Mq,  dont  le  rayon  de  convergence  est 
la  distance  du  point  d'aflîxe  Mo  au  plus  rapproché  des  points  singu- 
liers M-H/^;  si  l'on  suppose  Mq  compris  entre — Tret-I-Tt,  le  rayon 
cherché  est  donc 

v/M2  +  (a  —  tha)2. 

En  fonction  explicite  de  e,  on  a  immédiatement,  en  désignant  par 
la  caractéristique  L  les  logarithmes  hyperboliques  arithmétiques, 


/ 


I  -h  v/ 1  —  e^ 


a  —  Ih  a  =  L ^ 


e 


Dans  le  cas  de  l'hyperbole,  on  peut  écrire  aussi  bien 

e  sin  II  —  u  =  iM', 

en   faisant    M'=A-( — a)    -  (t  —  T),    et    désignant    toujours    par    u 

l'anomalie  excentrique,  ici  purement  imaginaire,  quand  M'  est  une 

quantité  çéelle. 

Pour  déterminer  les  points  singuliers  de  la  fonction  m,  on  a  encore 

l'égalité 

ecosu — I  =  o, 


de  sorte  que  si  a  est  l'angle  positif  aigu  dont  le  cosinus  est  -,  on  a 
pour  les  points  singuliers  cherchés 

w±/i=  2/1TC  ±:  a, 
MÇ^  =  tf  o./m  ±  (a  —  tanga)]. 
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Pour  obtenir  comme  précédemment  le  rajon  de  convergence  des 
séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de  M^  —  M'^  qui  représentent 
la  fonction  u  et  celles  qui  en  dépendent,  M^  étant  la  valeur  réelle  de 
M^  qui  correspond  à  la  date  ^o?  i^  i?i\yl  calculer  la  distance  du  point 
d'affixe  M'^j  au  plus  rapproché  des  points  Mj-/,  qui  sont  effectivement 
points  singuliers  pour  la  branche  de  la  fonction  u  qui  s'annule  en 
même  temps  que  M'.  Pour  reconnaître  ces  points,  faisons  varier  M' 
par  valeurs  de  la  forme  s  H-  «j3,  s  étant  une  quantité  infiniment  petite, 
et  fi  étant  quelconque  ;  faisons  en  même  temps  u^=  x  -\r  iy^  de  sorte 
que  l'on  aura  en  particulier 

e  cosa7  's\\y  —  j^  =  £. 

Cette  équation  définit  une  courbe  qui  est  le  lieu  géométrique  du 
point  d'affîxe  u  dans  le  plan  correspondant;  mais  nous  ne  devons 
considérer  que  la  branche  de  cette  courbe  qui  passe  très  près  de 
l'origine,  puisque  seule  elle  correspond  à  la  branche  de  la  fonction  u 
qui  s'annule  avec  M'.  Cette  branche  est  facile  à  tracer,  et  comme  elle 

est   comprise  entre  les   deux   asymptotes  d'équations  a7=:=t:— >les 

seules  valeurs  singulières  de  u  représentées  par  des  points  situés 
dans  son  voisinage  immédiat  sont  les  valeurs  ?<±o)  ^^  it  a,  qui  cor- 
respondent è.  h  =z  o.  Donc,  finalement,  les  seuls  points  singuliers  pour 
la  branche  de  fonction  considérée  sont  les  points 

MLq  =±  i(oL  —  tanga). 
Le  rayon  de  convergence  cherché  est  par  suite 


\/M'q^  -h  (oc  —  tanga)2, 

et  en  fonction  explicite  de  e,  on  a 

« 
tanga  —  y.=:\/e'^ — i — arc  tang  y/ë^ZTY, 

l'arc  tangente  étant  positif  et  aigu. 

Dans  les  deux  cas  de  l'ellipse  et  de  Fhyperbole,  quand  on  remplace 

M  ou  M'  par  1? {i —~ e)'^  \/ 2 ,  ou  V (e — i)^y/2,  et  que  l'on  fait 
tendre  e  vers  l'unité,  on  retrouve  immédiatement  la  valeur  spéciale 
du  rayon  de  convergence  qui  convient  au  cas  de  la  parabole. 

32.  Nous  rencontrerons,  au  Chapitre  suivant,  un  système  de  deux 
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éqiialions  simultanées  de  la  forme 

dans  lesquelles  les  deux  inconnues  p  et  /•  sont  assujetties  à  la  seule 
condition  d'être  positives,  et  où  les  coefficients  vérifient  les  conditions 
suivantes  :  les  égalités 

q  ==o,  Q=_  PR3 

sont  très  près  d'être  vérifiées,  et  l'on  a  en  outre 

S'-SR\        R>o. 

Nous  allons  dès  maintenant  discuter  ce  système  fondamental  dans 
le  problème  de  la  détermination  des  orbites,  en  supposant  toutefois 
exactement  vérifiées  les  deux  conditions  ci-dessus  relatives  aux  coeffi- 
cients q  et  Q.  Tout  revient  à  chercher  le  nombre  des  racines  posi- 
tives de  l'équation 

p  =  P  —  PR3(p'+ aSp -H  R2)-2, 


le  radical  qui  figure  ici  étant  positif,   ce  qui  revient  à  dire  que  l'on 
a  ^  <C  I .  Cette  équation  rendue  entière  devient 

/(p)  =  p/.(p)  =  (p-P)^(P^+2Sp-hR2)3-P2R6=o; 


elle  est  du  huitième  degré,  mais  admet  une  racine  nulle.  Il  s'agit  de 
savoir  combien  elle  a  de  racines  positives,  vérifiant  en  outre  la  con- 
dition p  <]  P,  si  P  est  une  quantité  positive. 

En  désignant  pary*^(p)  la  dérivée  de/*(p),  on  a 

/'(p)  =  2(p-P)(p24-2Sp-h  R2)2[4p2-+-(5S  — 3P)p-hR'-— 3PS], 

et  comme  p-+  2SpH-R-  ne  peut  s'annuler  d'après  l'hypothèse  faite 
sur  S,  on  voit  que  l'équationy" (0)=:  o  a  au  plus  trois  racines  réelles; 
par  suite,   l'équation  y(p)  =  o  a  au  plus  quatre  racines  réelles,    et 
l'équation  du  septième  degré /,  (0)=  o  en  a  au  plus  trois. 
On  a  en  outre 

/,(P)=-PR6,        /,(o)  =  -2PRn3PS-R2), 

le  premier  coefficient  de/,  (p)  étant  d'ailleurs  positif. 

Si  l'on  a  P  <;  o,  l'équation /,  (p)  =  o  a  au  moins  une  racine  infé- 
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rieiire  à  P,  et  par  suite  deux  laeincs  positiNc^s  au  plus;  eli<'  en  a  une 
et  une  seule  si  3  PS  >>  R-. 

Si  l'on  a  P  >>  o,  l'équation  a  au  moins  une  raeine  supérieure  à  P, 
et  par  suite  au  plus  deux  racines  positives  et  inférieures  à  P;  elle  en 
a  une  et  une  seule  encore  sous  la  condition  3  PS  >>  R-. 

En  résumé,  l'équation  proposée  en  p 


p  =  P  — PR3(?-+-iSp-+-R2)' 


a  au  plus  deux  racines  positives;    elle  en  a  une  et  une  seule  sous  la 
condition  3  PS  >  R-. 

Pour  aller  plus  loin  dans  cette  étude,   et  faciliter   le  calcul   des 
racines  acceptables,  faisons 


de  sorte  que 


p  R  S 


~  A 


et  considérons  a-  comme   une  quantité   donnée   inférieure  ou  égale  à 
l'unité  en  valeur  absolue. 

Si  l'on  regarde  m  et  p  comme  les  coordonnées  d'un  point  dans  un 
plan  par  rapport  à  des  axes  om,  op,  construisons  la  courbe  définie 
par  cette  équation,  m  étant  positif,  ainsi  que  le  radical  :  cette  courbe, 
nous  le  savons  d'après  ce  qui  précède,  ne  peut  être  coupée  par  une 
parallèle  à  l'axe  oni  qu'en  deux  points  au  plus. 

En  supposant  m  très  petit,  un  développement  en  série  très  simple 
donne 

p  =  o(s-\ (t — 5Œ-)7n -h .  .  ., 

et  par  suite  la  courbe  part  d'un  point  d'ordonnée  3  a-  situé  sur  l'axe 
op,  avec  une  tangente  dont  le  coefficient  angulaire  est  positif  ou 
négatif,    suivant    que    la    quantité    a*-    est    inférieure    ou    supérieure 

,    I 

a  -' 

En  excluant  le  cas  limite  où  a- = — i,  la  fonction/?  est  continue 
pour  toutes  les  valeurs  positives  de  m,  et  tend  vers  zéro  par  valeurs 
positives  quand  m  devient  infini;  elle  s'annule  une  seule  fois  pour 
m  =  —  2  7,  si  l'on  a  cr  <  o. 
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Ces  remarques  suffisent  pour  tracer  la  comlx',  qui  a  nécessairement, 
suivant  les  cas,  l'une  des  formes  générales  ci-contre  {fig.  4)  • 

La  forme  I  correspond  à  — 1<^!7<<—  —='  la  forme  II  à —  <  a  <  o  ; 

la   forme   III   à   o<<a"<^-— •    la  forme  IV  à  -—,  <cr<i;    d'ailleurs 


I 


/5 


0,447 


L'ensemble  de  ces  courbes  n'a  pas  d'enveloppe  autre  que  l'asymp- 
tote om. 

Dans  tous  les  cas,  on  voit  qu'à  une  valeur  de/?  comprise  entre  o 
et  3<7  correspond  une  valeur  de  m  et  une  seule  :  c'est  la  condition 
trouvée  ci-dessus  pour  que  l'équation  proposée  admette  une  racine 
acceptable  unique. 

La  Table  VU  des  pages  i4o  et  i4i  donne,  pour  1  variant  de 
dixième  en  dixième  depuis —  i  jusqu'à -f-i,  les  valeurs  de  p  qui 
correspondent  à  dés  valeurs  de  m  variant  de  deux  en  deux  dixièmes 
depuis  o  jusqu'à  4  •  elle  permettrait  de  construire  les  courbes  précé- 
dentes avec  une  grande  exactitude;  mais  son  but  principal  est  de 
fournir  à  simple  vue,  pour  des  valeurs  données  de  a-  et  de/?,  des 
valeurs  assez  approchées  des  racines  acceptables  de  l'équation  pro- 
posée, pour  qu'on  puisse  aisément  continuer  leur  calcul  par  les 
méthodes  générales  d'approximation. 

Si  par  exemple  on  veut  appliquer  la  méthode  de  Newton  à  l'équa- 
tion primitivement  donnée,  mise  sous  la  forme 

F(p)  =  p-P-5j±_iP  =  o,        /' =  v/^M=Ts7TTïï", 
il  suffira  de  savoir  calculer  la  dérivée 

Si  cette  quantité  est  petite,  c'est-à-dire  si  l'équation  a  deux  racines 
voisines,  le  calcul  demandera,  bien  entendu,  quelques  précautions, 
et  ne  conduira  qu'à  une  faible  précision  ;  mais  ce  cas  ne  se  présente 
guère  dans  la  pratique. 


II 


III 


IV 


iMg.    ',. 
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CHAPITRE  VI [. 


DETERMLNATION   D'UNE   ORBITE    KÉPLÉRIENNE 
PAR  TROIS  OBSERVATIONS  RAPPROCHÉES. 


33.  Puisque  l'orbite  supposée  képlérienne  d'un  astéroïde  ou  d'une 
comète  M  dépend  de  six  éléments,  il  est  clair  qu'elle  sera  générale- 
ment déterminée  par  trois  observations  du  point  M,  faites  à  trois 
époques  connues,  en  des  lieux  terrestres  donnés,  et  fournissant  les 
deux  coordonnées  angulaires  du  point  M  vu  successivement  de  chacun 
de  ces  lieux. 

C'est  ce  problème  général,  d'une  importance  capitale  en  Astro- 
nomie, dont  nous  allons  donner  une  solution  dans  ce  Chapitre,  en 
nous  inspirant  des  récents  travaux  de  MM.  C.-L.  Charlier  (  '  )  et 
F.-R.  Moulton  (^),  qui  ont  mis  en  pleine  lumière  l'excellence  de  la 
méthode  proposée  par  Lagrange  en  1778,  et  trop  oubliée  depuis 
[Sur  le  problème  de  la  déterniination  des  orbites  des  comètes 
diaprés  trois  observations  (  OEuvres  de  Lagrange^  t.  ÎV,  p.  '439)). 
Dans  l'exposition  que  nous  allons  présenter,  nous  chercherons  à  réunir 
les  avantages  des  diverses  méthodes  classiques,  celle  de  Gauss,  et 
celle  de  Laplace  récemment  reprise  par  M.  A.-O.  Leuschner  {Publi- 
cations of  the  Lick  Observatory^  vol.  Vil). 

Le  problème  ne  peut  être  résolu  que  par  approximations  succes- 
sives, car  une  solution  directe  générale  présenterait  des  difficultés 
pratiquement  insurmontables  :  la  convergence  de  ces  approximations 
sera  d'autant  plus  grande  que  les  observations  seront  plus  rapprochées  ; 
mais,  d'autre  part,  il  est  évident  qu'un  rapprochement  exagéré  des 
observations  diminue  la  précision  des  résultats.  Sans  insister  davan- 
tage pour  le  moment  sur  ces  points,  nous  supposerons  d'une  façon 

(  1  )  Arkiv  for  Matetnatik^  Astrononii  ocli  Fysik,  Band  7. 
(-)  Astronomical  Journal,  vol.  XXVIII. 
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générale  dans  ce  qui  suit  que  les  intervalles  de  temps  qui  séparent  les 
observations  sont  petits,  en  nous  réservant  le  soin  de  préciser  plus 
tard  l'ordre  de  cette  petitesse. 

34.   11  faut  d'abord  indiquer  comment  on  doit  utiliser  les  données. 

Les  coordonnées  observées,  celles  qui  sont  publiées  par  l'observa- 
teur, sont  toujours  l'ascension  droite  et  la  déclinaison  apparentes,  a', 
ô',  au  lieu  d'observation  P,  pour  une  date  t' ,  indiquée  généralement 
en  temps  moyen  local,  mais  que  nous  supposerons  toujours  rapportée 
à  un  même  méridien  déterminé,  et  exprimée  en  jours  moyens. 

Ces  données  sont  utilisées  de  deux  façons  bien  distinctes,  suivant 
que  l'on  ignore  complètement  la  distance  MP  ou  bien  au  contraire  que 
l'on  connaît  celle-ci  avec  une  approximation  suffisante  pour  calculer 
le  temps  d'aberration  et  la  parallaxe  de  M.  Plaçons-nous  d'abord 
dans  ce  second  cas.  En  premier  lieu,  on  corrigera  les  coordonnées  a', 
0  de  la  parallaxe,  de  façon  à  ramener  l'observation  au  centre  de  la 
Terre,  O';  on  y  arrive  de  la  façon  bien  connue  suivante.  Soient  t'^  le 
temps  sidéral  local  au  moment  de  l'observation,  'c'  la  latitude  fféocen- 
trique  du  lieu  P,  p'  la  distance  O'P  de  ce  lieu  au  centre  de  la  Terre, 
rapportée  au  rayon  équatorial  terrestre  comme  unité;  ces  deux  der- 
nières quantités  résultent  de  la  latitude  géographique  o  de  P;  les  fac- 
teurs de  la  parallaxe^  qui  sont  publiés  d'ailleurs  en  même  temps 
que  l'observation,  exprimés  le  premier  en  secondes  de  temps,  le 
deuxième  en  secondes  d'arc,  sont 

Pa  =  — r  fTTo  p'  cos cp'  séc 8'  sin  (  #s  —  se'  ) , 

Pg=  TîTop'  sincp'  cos  o'—  ^op'  '"'^>s  çp'  sino'  C()s(^S'^  «')i 

en  appelant  TOq  la  parallaxe  horizontale  équatoriale  moyenne  du 
Soleil,   égale  à  8", 80. 

Pour  corriger  l'observation  de  la  parallaxe,  il  suffit  alors  d'ajouter 

à  a'  et  S'  les  deux  quantités  —  ?  —  ;  en  désignant  par  p  la  distance  O'M 

qui  est  supposée  connue  d'une  façon  suffisamment  approchée. 

En  second  lieu,  on  corrigera  la  date  t^  du  temps  d'abeiTation,  égal 
à  xp,  en  appelant  x  Féquation  de  la  lumière  déjà  considérée  précé- 
demment, et  l'on  substituera  à  la  date  t^  la  date  ^  =  ^'—  xp;  pour  cette 
date,  les  coordonnées  a',  0',  corrigées  de  la  parallaxe,  sont  des  cooj^- 
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données  vraies.  Il  convient  alors  de  choisir  comme  éléments  de 
référence  l'équinoxe  et  l'équateur  moyens  du  commencement  de 
l'année  tropique  à  laquelle  appartiennent  les  dates  des  trois  observa- 
tions, ou  qui  commence  entre  ces  dates  :  ceci  se  fera,  comme  nous 
l'avons  déjà  vu,  en  appliquant  encore  à  7/  et  0  les  nouvelles  correc- 
tions 


—  [/-H^tangS'  sin(G-^a')],     —  ^- cos(G  4- a'), 


13 


où  y*,  «,  G  sont  les  constantes  connues  de  la  réduction  au  jour,  si  du 
moins  on  réduit  au  commencement  de  l'année  à  laquelle  appartient  la 
date  t'  ;  si  l'on  doit  réduire  au  contraire  à  la  fin  de  cette  même  année, 
il  faudra  commencer  de  la  même  façon,  puis  appliquer  encore  la  pré- 
cession pour  la  durée  de  cette  année,  soit  ajouter  les  deux  quantités 

— r  (/n -h /i  tango' sina').     ^i  cosa', 

respectivement,  en  désignant  toujours  par  m  et  n  les  précessions 
annuelles  à  l'époque  considérée  en  ascension  droite  et  en  décli- 
naison. 

Finalement,  en  appelant  a  et  8  l'ascension  droite  et  la  déclinaison 
que  l'on  obtient  après  ces  diverses  corrections,  on  a  les  coordonnées 
angulaires  de  la  direction  O'M  à  la  date  corrigée  ^,  pour  les  éléments 
de  référence  indiqués.  Si  alors  X,  Y,  Z  sont  les  coordonnées  recti- 
lignes  correspondantes  du  Soleil  pour  la  date  t,  telles  qu'on  les  trouve 
dans  les  éphémérides  ;  si  l'on  désigne  toujours  O'M  par  0,  et  que-Ton 
appelle  ^,  y,  z  les  coordonnées  rectilignes  équatoriales  héliocentriques 
de  M  à  la  date  ^,  on  a  les  trois  équations 

p  coso  cosa  =  ^ -h  X,         p  cosô  sina  =  j^ -H  Y,         psinô  =  ^-i-Z. 

A  la  vérité,  quand  on  réduit  non  pas  à  l'équinoxe  du  commencement, 
mais  à  celui  de  la  fin  de  l'année  à  laquelle  appartient  la  date  t,  on  ne 
trouve  pas  en  général  immédiatement  les  valeurs  de  X,  \ ,  Z  dans  les 
éphémérides,  mais  il  suffit  d'ajouter  à  celles  relatives  au  commence- 
ment de  l'année  les  corrections — mY  — «Z,  wX,  «X,  respective- 
ment, m  et  n  ajant  toujours  la  même  signilication. 

Signalons  encore  que,  dans  certains  cas,  on  fait  la  réduction  des 
observations  au  commencement  de  l'année  décadaire  la  plus  voisine  : 
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les  épliémérides  donnent  alors  directement  toiil  ce  qui  est  nécessaire 
pour  obtenir  ce  résultat. 

Dans  le  premier  cas,  lorsque  la  distance  MP  est  entièrement 
inconnue,  on  ne  peut  procéder  de  la  même  façon.  Tout  d'abord,  au 
lieu  de  faire  porter  la  correction  de  parallaxe  sur  les  coordonnées 
observées,  on  la  fait  porter  (et l'on  pourrait  faire  de  même  dans  le  pre- 
mier cas)  sur  les  coordonnées  du  Soleil,  en  déterminant  celles-ci 
non  plus  pour  le  centre  O'  de  la  Terre,  mais  pour  le  lieu  d'observation 
lui-même.  A  cet  effet,  il  suffit  d'ajouter  aux  coordonnées  géocen- 
triques  X',  \  ',  Z'  du  Soleil,  calculées  cette  fois  pour  la  date  môme  t'  de 
l'observation,  les  coordonnées  rectilignes  équatoriales  de  O'  par  rap- 
port à  P,  qui  sont  évidemment 


THop'  COS(f'  COS^'s^. 


Wqo'  cosç'  sin^g, 


THop  sincp  , 


la  parallaxe  toq  du  Soleil  étant  ici  exprimée  en  radians. 

En  réalité,  les  données  t'^  et  o'  sont  l'ascension  droite  et  la  décli- 
naison géocentriques  de  O'P,  rapportées  à  1  equinoxe  et  à  l'équateur 
vrais  de  la  date,  de  sorte  qu'il  faudrait  leur  appliquer  la  réduction  de 
précession  et  de  nutation  pour  les  rapporter  aux  éléments  de  référence 
choisis;  mais  il  est  clair  que  la  correction  résultante  serait  insensible, 
au  moins  dans  les  conditions  ordinaires. 

En  second  lieu,  la  correction  d'aberration  porte  sur  la  direction 
observée;  celle-ci  est  corrigée  de  l'aberration  des  fixes,  c'est-à-dire 
que  pour  la  ramener  en  même  temps  au  commencement  de  l'année  à 
laquelle  appartient  la  date  ;',  on  lui  applique  la  réduction  au  jour 
complète,  en  ajoutant  à  aJ  et  o'  les  corrections 


i5 


[/-h  ^^sin(G  +  a')  tangS'-f-  /isin(H  -Ha')séc8'], 


—  \g  C(>s(G  -h  a')  H-  h  C()s(H  -f-  a')  sino'-i-  i  cos8'], 

exprimées  comme  précédemment,  avec  les  notations  habituelles. 

11  j  a  d'ailleurs  lieu  ici,  si  l'on  veut  une  grande  précision,  de  tenir 
compte  des  termes  complémentaires  de  l'aberration  dus  à  Texcentri- 
cité  du  Soleil,  c'est-à-dire  d'ajouter  encore  aux  corrections  précé- 
dentes les  termes  très  petits 


_  ^A'sin(H'  +  a')sécô',--[/i'cos(H'-+-a')sinô'H-  t'cosS'], 
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en  faisant,  entre  les  années  1800  et  2000, 

/i'=o",34'2,         H'=  349%7  —  o",oi6^,         t'  =  —  o",  026  —  o",  00004?, 

le  temps  t  étant  ici  exprimé  en  années,  à  partir  de  1900,0. 

Finalement,  désignons  par  a,  ô  l'ascension  droite  et  la  déclinaison 
observées  corrigées  comme  nous  venons  de  dire;  par  X,  Y,  Z  les 
coordonnées  du  Soleil  X',  \',  L'  corrigées  pour  la  parallaxe;  par  p  la 
distance  PM;  par  t  la  date  t'  diminuée  du  temps  d'aberration  in- 
connu xp  ;  par  x^  y^  z  les  coordonnées  héliocentriques  de  M,  à  la  date 
inconnue  ^,  toujours  rapportées  aux  mêmes  axes.  Gomme  on  sait 
d'après  la  théorie  générale  de  l'aberration  planétaire  que  a,  0  sont  les 
coordonnées  angulaires  de  la  droite  qui  joint  le  lieu  d'observation  à 
la  date  t'  et  le  point  M  à  la  date  f,  le  Soleil  étant  regardé  comme  fixe 
dans  l'espace,  on  a  les  mêm-es  trois  équations  que  ci-dessus, 

p  cos8  cosa  =  a? -h  X,         p  cosS  sina  =jk-+- Y,  psinS  =  ^-4-Z. 

Dans  tous  les  cas,  il  serait  facile  d'employer  d'autres  éléments  de  réfé- 
rence, et  d'introduire  par  exemple  les  coordonnées  écliptiques,  en 
s'arrangeanl  même  de  façon  que  la  quantité  Z  fût  exactement  nulle; 
mais  l'avantage  qui  peut  en  résulter  paraît  bien  léger,  en  raison  des 
calculs  nouveaux  qui  deviennent  alors  nécessaires. 

3o.  Supposons  maintenant  trois  observations  données,  et  conser- 
vant les  notations  précédentes  pour  l'une  d'elles,  marquons  simple- 
ment des  indices  i  et  2  respectivement  toutes  les  quantités  correspon- 
dantes relatives  aux  deux  autres;  faisons  de  plus 

(i)  X  =  cosocosa,  [Jt.  =  cosS  sina,         v  =  sino, 

de  sorte  que  A,  tji,  v  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  direction  ob- 
servée, convenablement  corrigée. 

Les  données  du  problème  sont,  avec  les  dates  des  trois  observations, 
les  neuf  cosinus  tels  que  X,  (j.,  v,  et  les  neuf  coordonnées  du  Soleil, 
telles  que  X,  Y,  Z.  On  a  d'abord  les  neuf  équations 

/     Xp=:^-hX,  X,pi  =  a7i-f-  Xj,  X2P2=^2-HX2, 

(2)  /^up=^-|-Y,  |a,pi=jKl-f-  Y,,  [-I2p2=r2+  Y2, 

(     vp    =   ^  -h  Z,  V,  pi   =  ^j  +  Z],  V2P2  =  Z^-^-  Z.2. 

Les  dates  t^  tf^  t.2-,  auxquelles  se  rapportent  les  coordonnées  héliocen- 


\ 
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triques  x^  j',  :;,  . . .,  sont  ou  bien  connues,  ou  bien  inconnues;  mais, 
dans  ce  dernier  cas,  si  i',  t\^  ti,  sont  les  dates  mêmes  des  observations, 
on  a 

(3)  t  —  t'—y.o,         ti=  t\  —  Api,         ?2=  ^2  — ■''-ps, 

et  les  approximations  successives  conduiront  rapidement,  en  raison 
de  la  petitesse  de  x,  aux  valeurs  exactes  de  ^,  ^,,  ^25  dont  les  premières 
valeurs  approchées  seront  f',  t\^  t!^. 

Conformément  aux  notations  du  Chapitre  précédent,  faisons 

en  règle  générale,  on  choisira  pour  t  la  date  intermédiaire,  de  sorte 
que  T,  et  t^  seront  des  quantités  respectivement  négative  et  positive, 
si  du  moins  Ton  a  ^j  <;  ^  <C  ^2. 

Aux  équations  (2),  qui  ne  font  que  traduire  les  observations,  il 
faut  joindre  de  nouvelles  relations  qui  expriment  que  les  trois  posi- 
tions M,  M,,  Mo  appartiennent  à  une  même  orbite  képlérienne,  aux 
dates  ^,  ^,,  /o.  Si  x' ^  y\  z  sont  les  dérivées  de^,  y,  ^,  pour  l'époque  f, 
calculées  toujours  comme  il  a  été  dit  au  Chapitre  précédent,  il  est 
donc  nécessaire  et  suffisant  de  vérifier  les  équations 

î  :r ,  =  /,  X  -f-  ,^1  ./•' ,  ^0  =  /a  a:  ^-  ^2  ^', 

(5)  \y\^f\y-^giy\      y^.=^fiy-^^'-iy\ 

(  2]  =/i^-+-À'i^',       3,  =/2  5 -4-^2-', 

les  coefficients y\  ,  g ^^  f.^^  g-2  étant  les  fonctions  de  x^  y^  z,  x',  y',  z\ 
ainsi  que  de  Ti  ou  12  que  nous  avons  étudiées  ci-dessus.  Nous  nous 
servirons  aussi  de  la  quantité  analogue  ^,  égale  à  fi  g.2 — fig'{- 

Les  neuf  équations  (2)  et  les  six  équations  (5)  forment  un  système 
de  quinze  équations  à  quinze  inconnues,  savoir  jr,  y,  5,  .r<,y,,  z^^ 
x^i  y-2-<  ^2'  p7  pi 7  p-2-)  ^7  y^i  ^  •  uii^  ff*is  ces  équations  résolues,  on 
pourra  déterminer  les  éléments  de  Torbite  comme  nous  l'avons  vu  au 
Chapitre  précédent,  en  partant  soit  de  x,  >',  z,  x\  y\  z\  soit  de  j?,, 

y \i  ^\'.  x-2i  y '2-)  Z'2' 

En  éliminant  tour  à  tour  x' ^  y'j  z'  et  Xy  jy,  z  entre  les  équations  (5), 
on  les  remplace  par  les  deux  groupes  de  trois  équations 

^^x  —  ^2  ^, -4- ^1  arj  =  o, 
ffz  —  ^î^l-h  ^liÎ2  =  0, 
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Ces  nouvelles  équations,  jointes  aux  équations  (2)   écrites  sous  la 

forme 

^  rc  =  Xp  —  X,         .r,  =  Xi  pi  —  X],         x<i=  X2P2 —  X.2, 
(8)  |.j^  =  {ap  — Y,         jK,  ==  [xipi  — Y,,        JK2=  I^2?2— Y., 

(    i;    r=   vp  Z,       .       Z\   =   Vi  Pi   —  Zi,  Z-2=   V2P2  Z2, 

forment  un  système  équivalent  au  système  donné.  Les  équations  (6) 
elles-mêmes  peuvent  être  remplacées  par  trois  autres  équations  équi- 
valentes que  l'on  obtiendra  de  la  façon  suivante.  En  y  portant  les  ex- 
pressions (8)  des  coordonnées  ^,  y,  ^,  . . .,  elles  deviennent 


(9) 


/    \gp  —  Xi^2pl-i-  >^2^1p2  =  ^X  —  ^2X1+^1X2, 
j     f^^P  —  [^1^2pl-+-   Î^2é''lp2=  ê'^  —  ^'-2^1-1-  /?-lY2, 

(   v^p  —  vi^api  -+-  V2.^'ip2  =  ^Z  —  g^_Z^  H-  ^iZa. 


Regardant  alors  p,  p,,  p2  comme  les  seules  inconnues,   résolvons 
d'abord  ces  équations  par  rapport  à  p;  si  l'on  fait 


A  =  ^X  —  ^2  Xi  H-  ^,  X,,         B  =  ^>- Y  —  ,^-2  Y,  +  ^-1 Y2, 
G  =^Z  — ^2Z,-h  A'iZa, 


(10) 
il  vient 


A  = 


X     X,     X2 

V         Vi  V2 


D  = 


A     Xi     X2 

B        [JLi        [i.2 

G     vj     V2 


p^A  =  D. 


Puis,  supposant  p  connu,  résolvons  maintenant  deux  des  équations  (9), 
par  exemple  les  deux  premières,  par  rapport  à  po  ;  on  aura 

(ï'-i)  p2^i(XiI^2  — >^2|^i)  =  p^'-(X{ai  — X,  |a)-i-XiB  — -j-iA; 

et  enfin  tirons  p,  de  Tune  d'elles,  soit  la  première,  de  façon  que 

(i3)  pi^2>^i=  P^X  + pî^iXs— A  ; 

ou  bien  écrivons,  en  déterminant  p,  comme  02, 

(i3  bis)  pi^2(>^i[^2— X2l^i)  =  p^(X;a2—  XsfJ.)-!-  X2B  —  [x^K. 
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(iij,  (12)  et('i3)  on  (i3  bis) 


ipk 


le.' 


Lies  équations 
lions  (6)  ou  (9). 

11  convient  encore  de  remarquer  ({ue  l'on  peut  supprimer  l'intermé- 
diaire de  ^,,  j"<,  ^,,  x.2i  y2')  ^27  en  ayant  soin  alors  d'écrire  les  équa- 
tions (^)  sous  la  forme 

(     ^•>P'=/l>^2p2— /2>^lpl+/2Xi— /1X2, 

(7^^'^)  '.  .•?-y  =  /iî^2p2--/2;-^i?i-+-/2Yi— /1Y2, 

(    ^5'  =:/iV2p2  — /2V1P1  -f-ZaZi— /1Z2. 

Enfin,  si  l'on  introduit  le  rayon  vecteur  r  comme  inconnue  supplé- 
mentaire, on  a,  d'après  les  relations  (8), 

(l4)  Z-^r^    p2+-2Sp4-R2  (r>0), 

en  posant 

(f5)  S  =  — (ÀX-f- [j.Y-1-vZ),         R2=  X2-+- Y2+Z2         (R>o> 


36.  Avant  d'indiquer  l'usage  des  équations  que  nous  venons 
d'établir,  nous  allons  traiter  un  cas  particulier  qui  nous  montrera 
clairement  quelle  est  la  marche  à  suivre  en  général. 

Imaginons  que  les  quantités  t,  et  to  étant  très  petites  du  premier 
ordre,  on  veuille  développer  la  solution  suivant  les  puissances  de  ces 
quantités,  de  sorte  que  si  t,  et  To  tendent  vers  zéro,  on  tombe  ainsi 
sur  la  méthode  de  Laplace. 

n  convient  tout  d'abord,  pour  donner  un  sens  précis  à  cette  ques- 
tion, d'écrire  À|  et  Ao  par  exemple  sous  une  forme  qui  fasse  voir  net- 
tement que  A,  A,,  Xo  sont  les  valeurs  d'une  même  fonction  du  temps 
pour  les  époques  /,  t^,  tj,-  On  y  réussit,  et  cela  d'une  façon  symé- 
trique, en  faisant 


\,=^\^\n)~ 


X(2) 

'1 
X(2) 

1 


M  '•2j 


■1   ^2, 


les  coefficients  )J'^  et  vJ^^  étant  déterminés  par  ces  équations  mêmes, 
de  sorte  que 


X(i)  = 


X2  —  Xi  X(2^         -zk  —  -z-î  X1-4--1À2  ^ 


•1   ^2 


ce  sont  des  quantités  finies,  car  si  ti  et  T2  tendent  vers  zéro,  on  voit 


IDO 
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immédiatement  que  X^'^  etX^-^  tendent  respectivement  vers  les  dérivées 
première  et  seconde  )/,  à"  de  la  fonction  À  pour  l'époque  t,  ces 
dérivées  étant  toujours  prises  par  rapport  au  temps  mesuré  avec  une 

unité  égale  à  ~  jours  moyens.  En  effet,  on  a  alors 


d'où 


Al  =  A  -h  A  Ti  H A    •  I  -t-  7  A     .  1  -T-  .  .  .  , 


À2=  X  -+-  X'T,-f-  i  X"Tr:+  ^X'"t|  +.  .  .  , 


X(i)  =  x'+-x"(ti  +  t2  )■+...,        X(2)=X"+iX'"(;Xl-hT.2) 


on  voit  de  plus,  par  ces  égalités,  que  les  différences  \^^^  —  X', 
yS-^  —  V  sont  en  général  du  premier  ordre,  et  deviennent  du  second 
ordre  dans  le  cas,  que  nous  dirons  spécial,  où  la  quantité  Tj -f-To  peut 
être  considérée  elle-même  comme  du  second  ordre,  c'est-à-dire  lorsque 
les  dates  des  trois  observations  sont  très  sensiblement  équidistantes. 

Nous  emploierons  des  notations  analogues  pour  représenter  jjli,  ^^j 
v< ,  Vo,  X, ,  X2,  ..... 

Dans  ces  conditions,  on  a  d'abord 


A  = 


I 

0 

0 

X 

\W 

XCi) 

I 

a 

îjlC) 

:a(^'-' 

X 

I 

"^1 

--'1-2 

V 

v(i) 

V^2) 

I 

^2 

1 

=  -..!.,  IX    X^i)     X^^'l, 


en  convenant  de  n'écrire  que  la  première  ligne  d'un  déterminant  tel 

que 

X    x^i;    X(2) 


V         V 


(1)         ,.(2) 


D'autre  part,  d'après  le  Chapitre  précédent,  on  a 


g\  =  'i 


~3 


G  /■'       4  ^ 


^  = 


,M*+..., 


J§'2=  ^2 


6  r^        4  ' 


-3 


»/■»       4''* 
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et  après  quelques  réductions,  on  obtient 


i5i 


et  des  expressions  analogues  pour  B  et  G. 
On  voit  encore  que  l'on  a 


D  =  1A     X,     Xal^T 


A     X 


X{2) 


T1T2    X(i) 


et  par  suite  l'équation  (11)  devient 


(a) 


p|X     X(i)     X(2)|=    X     X(i)     X(2)-H^ 


en  ne  négligeant  que  des  termes  généralement  du  premier  ordre, 
mais  qui  deviennent  du  second  ordre  dans  le  cas  spécial. 

Avant  d'examiner  de  plus  près  cette  équation,  achevons  la  solution, 
et  pour  cela,  faisons  encore 


p'". 


)(2) 


pi  =  P  +  P*^''i—  ^— -  -^iT^a,  p2=  p  -t-  p^ï^Ta—  ^-— TiT,. 


On  trouve 


X^p  — Xi^2pl+À2^1p2=  ^"'"^i^^i       2X<ï^p(l)-f-Xp(2)-f-X^2)p_|_  _|  ^_       I 

en  ne  négligeant  dans  le  crochet  du  second  membre  que  des  termes 
de  l'ordre  T|  +  To,  ou  du  second  ordre  au  moins. 
Les  équations  (9)  prennent  donc  la  forme 

2X(l)0(I)-4-Xp(2^+X(2)p-|-  -?    =:X'2)h-   —4-... 


en  n'écrivant  que  les  termes  principaux. 

Résolvant  ces  trois  équations  aux  inconnues  p,  o^*\  p^-^  par  rapport 
à  p,  on  retombe  bien  entendu  sur  l'équation  (a)  précédente;  on  peut 
ensuite  en  tirer  0^'  de  bien  des  façons,  en  supposant  p  et  r  connus, 
et  toujours  dans  les  mêmes  conditions  d'exactitude;  par  exemple 


w 


ip^'^^l    X^i)    X<2)1  = 


X        X(2^4-4       X'-2) 


Enfi 


in  on  a 


(c) 


X 


^?  — X,         J  =  f^p  — Y,         ^  =  vp— Z, 
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et  par  les  équalions  (^  bis)  : 


(^0 


I  ^'^vp(i)+vU)p_Z(i'. 


Toutes  les  inconnues  fondamentales  sont  ainsi  déterminées,  et  tou- 
jours avec  la  même  approximation  du  premier  ordre  en  général,  du 
second  ordre  dans  le  cas  spécial  :  ce  fait  constant  est  au  surplus 
intuitif,  puisque,  par  raison  de  symétrie,  les  termes  du  premier 
ordre,  dans  les  divers  développements  envisagés,  ne  peuvent 
dépendre  que  de  la  somme  Ti  +  '^2- 

Revenons  maintenant  à  l'équation  (a)  qui  contient  les  deux 
inconnues  p  et  /•.  En  déterminant  P  et  Q  par  les  relations 

PjX     Xd)     Xt2';|  =  U     X^'>     X'^2)|^         Q|x     X(i)     X(2)1  =  1X     X(i)     XI, 
on  tombe  sur  le  système  étudie  au  Chapitre  précédent  (n°  31) 
(e)  p  =  P-f-^,  ,.2^  p2^_2Sp-f- R2; 

l'hypothèse  q  =  o  est  vérifiée,  et  nous  allons  voir  que  l'égalité 
Q=  —  PR^  est  très  près  de  l'être.  En  effet,  la  trajectoire  du  Soleil 
autour  de  la  Terre  est  très  sensiblement  une  orbite  képlérienne,  de 
sorte  que  les  nombres  X^-',  Y^-^,  Z^-^,  qui  difTèrent  très  peu  des 
dérivées  secondes  des  coordonnées  du   Soleil,   sont   en    réalité   très 

X  Y  Z 

voisins  des  valeurs  —  r-^>  —  —,  —  —,  d'après  les  équations  diffé- 
rentielles du  mouvement  képlérien  rappelées  au  n"  29  ;  il  en  résulte 
bien  que  Q  diffère  très  peu  de  — PR='. 

En  d'autres  termes,  le  système  (e)  admet  d'une  façon  très  appro- 
chée la  solution  p  =  o,  ;•  =  R;  et  il  ne  faut  pas  s'en  étonner,  puisque, 
si  l'on  suppose  l'orbite  de  la  Terre  rigoureusement  képlérienne,  et 
les  observations  faites  au  centre  de  la  Terre,  il  est  clair  que  cette  orbite 
est  une  solution  parasite  du  problème  proposé,  correspondant  à 
l'hypothèse  p  i=:  p,  =:  p^  =  o. 

Une  fois  le  système  (e)  résolu  comme  il  a  été  dit,  la  solution  s'achève 
comme  nous  l'avons  vu  par  l'emploi  des  formules  (/>),  (c),  (d). 

Les  considérations  qui  précèdent  n'ont  évidemment  qu'une  portée 
générale,  et  des  difficultés  pourront  se  présenter  qui  en  altéreront 
la  valeur.  En  se  plaçant  au  point  de  vue  purement  analytique,  ceci  ne 
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peut  arriver  que  si  les  deux  solutions  possibles  des  équations  (e)  sont 
confondues,  ou  bien  si  le  déterminant  |X)J'OJ-^  |  est  nul.  Mais  il  n'y 
a  pas  lieu  de  discuter  ces  cas  en  détail,  d'autant  plus  que  la  façon  dont 
nous  avons  représenté  A,,  Xo  P'^^r  exemple  à  l'aide  de  t,  et  To  est  en 
partie  arbitraire.  Nous  verrons  plus  loin  comment  les  choses  se  pré- 
sentent dans  la  réalité,  et  c'est  le  seul  point  important.  Pour  le 
moment,  nous  nous  contenterons  des  remarques  suivantes. 

Si  la  solution  des  équations  (e)  est  double,  le  calcul  des  inconnues 
peut  se  faire  sans  aucun  changement,  mais  les  développements  sup- 
posés suivant  les  puissances  de  T|  et  t^  sont  impossibles  :  en  effet, 
l'équation  {a)-,  écrite  complètement,  est  de  la  forme 

en  désignant  par  K(T,-hT2)  les  termes  d'abord  négligés  du  premier 
ordre;  et  si  Oq  est  la  racine  double  du  premier  membre  égalé  à  zéro, 

la  valeur  exacte  de  p  prend  la  forme  po+ K' y/^i  +  ^2+ .  .  . .  L'ap- 
proximation des  résultats  se  trouve  diminuée  d'une  façon  correspon- 
dante, et  il  en  est  de  même  si,  sans  être  exactement  dans  ce  cas,  on 
en  est  voisin. 

Le  déterminant  |a  /J'^  A^-M  s'annule  en  même  temps  que 
A  ==  I  A  X,  Aol,  c'est-à-dire  si  les  trois  directions  observées  appar- 
tiennent à  un  même  plan.  Dans  ce  cas,  si  ces  directions  ne  sont  pas 
confondues,  on  peut  supposer  les  quantités  X<  tj-o— A2 jj-i  et  a,  non 
nulles,  et  les  équations  (12)  et  (i3)  subsistant,  l'équation  (11)  devient 
D  =  I  A  A,  )v2  I  =:  o.  Si  cette  équation  ne  se  réduit  pas  à  une  identité, 
elle  établit  une  relation  entre  .1,',  ^,,  «o  qui  permet,  plus  ou  moins 
facilement,  de  résoudre  le  problème;  si  elle  se  réduit  à  une  identité, 
c'est-à-dire  si  les  déterminants  |X  X,  Ao  [5  \^\  Xi  Xo  1?  |  Xo  A,  Xo  | 
sont  nuls,  le  problème  est  indéterminé,  l'indétermination  étant  du 
premier  ordre;  ces  conditions  expriment  que  les  directions  observées 
et  celles  du  Soleil  appartiennent  toutes  à  un  même  plan. 

Si  les  trois  directions  observées  sont  confondues,  on  peut  sup- 
poser \  non  nul;  à  la  première  des  équations  (9)  que  l'on  peut  alors 
conserver,  on  adjoint  les  deux  relations 

X  B  —  [Jt.  A  =  o,        X  G  —  V  A  =  o, 
et  l'on  achève  comme  ci-dessus;  les  directions  du  Soleil  étant  néces- 
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sairement  distinctes,  il  ne  peut  y  avoir  qu'une  indétermination  du 
premier  ordre,  et  cela  dans  le  cas  où  ces  directions  appartiennent 
avec  la  direction  unique  de  l'astre  à  un  même  plan. 

En  résumé,  le  problème  n'est  indéterminé  que  si  l'orbite  considérée 
et  celle  du  Soleil  sont  dans  un  même  plan,  celui  de  l'écliptique, 
comme  le  montrent  d'ailleurs  les  considérations  géométriques  les  plus 
simples,  puisqu'il  s'agit  de  déterminer  une  section  conique  admet- 
tant le  Soleil  comme  foyer,  et  rencontrant  trois  droites  données  en 
des  points  tels  que  les  aires  des  secteurs  curvilignes  déterminés  par 
le  Soleil  et  ces  trois  points  soient  dans  des  rapports  donnés  avec  la 
racine  carrée  du  paramètre  de  l'orbite. 

37.  Nous  pouvons  maintenant  aborder  la  résolution  des  équations 
générales  établies  précédemment. 

Il  faut  tout  d'abord  calculer  t,  t^,  To  par  les  formules  (4),  puis  le 
déterminant  A;  on  formera  à  cet  effet  les  trois  mineurs  |jl<V2 — [^2^1, 
V|  Ao  —  Vo  A, ,  X,  U.2  —  )v2  y-i ,  de  sorte  que 

A  =  X([i.iV2 —  JJ-oVi)  H-  (Jt(ViX2—  V2X1)  H-  v(Ai  [0.9 ^v2i^l)- 

Ici,  comme  dans  tout  ce  qui  suit,  les  calculs  se  font  directement 
avec  l'aide  d'une  table  de  multiplication  ou  d'une  machine;  ou  bien 
par  logarithmes,  et  la  seule  table  auxiliaire  nécessaire  est  alors  celle 
des  logarithmes  d'addition  et  de  soustraction. 

On  doit  observer  que  les  données  étant  supposées  connues  avec  un 
certain  degré  d'exactitude  (en  faisant  abstraction  des  erreurs  d'obser- 
vation), il  y  aura  nécessairement,  d'après  les  développements  du 
paragraphe  précédent,  lorsque  les  intervalles  de  temps  t,  et  To  sont 
petits,  une  certaine  perte  de  précision  dans  le  calcul  des  mineurs 
jj.,Vo —  î^ov,,  .  .  .,  et  que  cette  perte  s'accentuera  beaucoup  dans  le 
calcul  de  A,  de  sorte  que  ce  déterminant  ne  sera  connu  qu'avec  un 
nombre  de  chiffres  significatifs  bien  inférieur  à  celui  des  données. 

Si  le  mineur  X<  [j.o  —  ^^2l^^  est  relativement  bien  déterminé,  on 
conservera  l'équation  (12)  comme  nous  l'avons  écrite;  sinon,  on  lui 
substituera  une  équation  analogue,  dans  laquelle  le  coefficient  de  ^i  pz 
sera  connu  d'une  façon  plus  précise  :  mais  nous  continuerons  à  rai- 
sonner sur  celte  équation  même,  les  changements  qui  peuvent  devenir 
nécessaires  se  faisant  d'eux-mêmes.  L'équation  (i3)  aussi  devra  être 
changée  si  le  coefficient  1^  n'est  pas  bien  déterminé. 
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11  faut  encore  calculer  le  déterminant  D.  Mettant  les  quantités  ^< , 
^'■ii  g  sous  la  forme  indiquée  au  n°  29 


on  a 


^1  =  ^1+7^' 

^2  =  ':2+^' 

s'  =  -^^. 

Y" 

yi 

Y" 

B  =  Y'+  —  ) 

fi 

7" 

,■3 

en  faisant 

X'=  tX  —  TgXi  -+-  Ti  Xo,         X"=  vX  —  Y2X1  -f-  Y1X2, 


<i6) 

de  sorte  que 


D" 


avec 

(17)  D'=|X'  1,  X,  j,         D"=|X''  X,  X2J. 

Ces  déterminants  sont  faciles  à  calculer,  en  les  développant 
€omme  A. 

Les  coefficients  y,  y,,  v^  n'étant  pas  connus,  on  les  remplace  par 
des  valeurs  approchées;  en  première  approximation,  on  a 

-3  ^3  ^3 

et  quand  on  connaît  déjà  une  solution  approchée  du  problème,  on 

prendra  les  valeurs  indiquées  au  Chapitre  précédent. 

Posant  alors 

D'  D"  Y 

(,9)  P=.-^,  Q  =  -,  ,  =  -1, 

l'équation  (11)  s'écrit 

(20)  P  =  P_+-::^  ^' 


} 


et  jointe  à  l'équation  (i4)  forme  le  système  étudié  à  la  fin  du  Cha- 
pitre précédent.  Le  déterminant  D'  est,  comme  A,  connu  avec  une 
précision  notablement  inférieure  à  celle  des  données,  surtout  parce 
qu'il  en  est  ainsi  de  X',  Y',  Z';  D'  est  très  voisin  de  —  D'R^,  comme 
nous  l'avons  expliqué  ci-dessus;  le  coefficient  g  est  petit  en  même 
temps  que  t. 
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Si  l'on  regarde  t,  et  To  comme  des  quantités  petites  du  premier 
ordre,  il  résulte  du  paragraphe  précédent  que  P  est  une  quantité 
finie  entièrement  connue;  Q  est  aussi  une  quantité  finie,  et  q  est  du 
second  ordre,  mais  ces  deux  coefficients  ne  sont  connus  que  d'une 
façon  approchée.  Si  pour  calculer  v,  y,,  y^  on  est  parti  d'éléments 
affectés  d'une  erreur  d'ordre  f,  il  est  clair  encore  d'après  l'observation 
faite  à  la  fin  du  n"  30  que  l'erreur  de  Q  sera  de  l'ordre  f  -h  i ,  ou 
même  i-\-i  dans  le  cas  spécial;  quant  à  l'erreur  de  q^  elle  est  de 
l'ordre  f-|-3  au  moins;  on  voit  par  suite  que,  dans  une  première 
approximation,  on  pourrait  négliger  entièrement  q^  puisque  alors 
cette  quantité  est  d'un  ordre  égal  ou  supérieur  à  celui  de  l'erreur 
de  Q.  Ceci  montre  bien  que  l'équation  (20)  fournira  une  valeur  de  p 
plus  exacte  que  celle  qui  résulte  des  éléments  déjà  supposés  connus, 
et,  en  première  approximation,  une  valeur  approchée  dont  l'erreur 
sera  du  premier  ou  même  du  second  ordre  :  on  a  donc  institué  une 
méthode  véritablement  convergente  d'approximations  successives, 
car  la  suite  des  calculs  ne  vient  modifier  en  rien  ce  résultat.  C'est 

d'ailleurs,  plus  exactement,  la  petitesse  des  rapports^»  —^,  et  non 

,,T      ,.2 

celle  des  intervalles  Ti,  t^  eux-mêmes  qui  assure  la  convergence, 
ainsi  que  nous  l'avons  dit  au  Chapitre  précédent.  Et  l'on  voit  encore 
que  cette  convergence  sera  plus  ou  moins  rapide  suivant  les  circons- 
tances :  en  particulier,  elle  sera  favorisée  par  la  petitesse  de  Ti-f-To 
relativement  à  t,  et  To,  et  aussi  par  celle  de  r'. 

On  résoudra  l'équation  (20),  soit  en  s'aidant  de  la  Table  Vil,  soit 
en  partant  d'une  valeur  approchée  de  p.  Une  fois  la  valeur  de  0 
obtenue,  le  calcul  s'achève  sans  difficulté  aucune  par  les  équations 
(12),  (i3),  (8)  et  (7),  en  remplaçant  d'abord  /-'  par  sa  valeur  corres- 
pondante dans  les  expressions  de  g^  g^^  g<..  A,  B,  données  ci-dessus, 
et  en  calculant  le  mineur  a;j.,  —  X,  [j..  Quant  à /<  et  /o,  on  les  obtient 
en  les  mettant  comme  g^  et  ^'2  sous  la  forme  indiquée  à  la  fin  du 
n"  29 

et  en  prenant  pour  cp,,  cp^  les  valeurs  fournies  par  la  solution  appro- 
chée qui  a  déjà  permis  de  calculer  y,  y,,  y^  d'après  les  formules  (4) 
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du  n"  29  ;  en  première  approximation  on  a  simplement 


-•2 


(21)  ?i  =  — "T'  «?-2  =  — 


T5 


2 


Il  s.erait  évidemment  illusoire  de  chercher  à  dépasser  la  précision 
que  l'on  peut  réellement  atteindre  dans  la  résolution  de  l'équa- 
tion (20);  si  les  coefficients  de  cette  équation  sont  connus  avec 
quatre  chiffres  significatifs,  on  ne  peut  pas  compter  sur  une  exacti- 
tude plus  grande  pour  la  valeur  de  p.  Toutefois,  il  ne  faut  pas  en 
conclure  que  les  calculs  subséquents  ne  doivent  pas  être  conduits 
avec  une  précision  supérieure  à  celle  que  l'on  peut  obtenir  dans  la 
détermination  de  0.  Si  l'on  veut  représenter  les  observations,  c'est- 
à-dire  vérifier  les  équations  fondamentales  du  problème  avec  une 
exactitude  égale  à  celle  des  données,  il  faut,  une  fois  que  l'on  a 
choisi  une  valeur  de  p  vérifiant  l'équation  (20)  autant  que  c'est 
possible,  continuer  les  calculs  avec  une  précision  égale  à  celle  des 
données,  du  moins  quand  on  procède  à  la  dernière  approximation  : 
et  c'est  pour  cela  que  l'on  détermine  p^  et  p,  en  se  servant  des 
équations  (12)  et  (i3)  qui,  pour  une  valeur  donnée  de  p,  per- 
mettent d'obtenir  les  meilleures  déterminations  des  autres  inconnues. 
Pour  bien  se  convaincre  de  ce  fait  essentiel,  il  suffit  de  se  reporter  à 
la  discussion  élémentaire  d'un  système  d'équations  linéaires  :  si  l'on 
est  dans  le  cas  d'indétermination  simple,  les  inconnues  sont  d'une 
façon  générale  toutes  indéterminées,  si  l'on  veut;  mais,  quand  on  a 
fixé  la  valeur  de  l'une  d'elles,  les  autres  en  résultent  d'une  façon  pré- 
cise; et  de  même,  si  le  déterminant  des  inconnues  ne  peut  être  calculé 
qu'avec  une  approximation  relative  inférieure  à  celle  des  coefficients, 
de  sorte  que  les  inconnues  sont  mal  déterminées,  il  suffît,  en  général, 
de  fixer  l'une  d'elles,  dans  les  limites  de  son  incertitude,  pour  obtenir 
les  autres  et  vérifier  les  équations  avec  une  exactitude  égale  à  celle  des 
coefficients.  C'est  ce  que  rendent  encore  évident  les  considérations 
géométriques  les  plus  simples. 

La  même  observation  s'applique  à  la  détermination  de  po  et  pi  par 
les  équations  (12)  et  (i3),  et  finalement  à  celle  de  x' ^  y',  z'  par  les 
équations  (^)  ou  ('y  bis)  :  on  j  rencontre  de  nouvelles  causes  d'incer- 
titude provenant  pour  po  et  p,  de  la  mauvaise  détermination  des 
coefficients  de  (12)  et  (i3),  A  et  B  en  particulier;  et  pour  x'^y'-,  z'  de 
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la  petitesse  relative  des  différences  telles  que  f\X<2. — f^iX\.  Toutefois 
cette  nouvelle  incertitude  sera  beaucoup  moindre  que  celle  qui  affecte 
la  détermina|,ion  de  o. 

En  résumé,  il  faut  dire,  pour  être  dans  la  vérité,  que  le  problème 
proposé  de  la  détermination  d'une  orbite,  dans  les  conditions  où  nous 
nous  sommes  placés,  admet  une  infinité  de  solutions,  comprises  entre 
certaines  limites  qui  correspondent  à  l'incertitude  de  p  principale- 
ment, mais  aussi  à  celle  de  x\  y\  z\  et  que  toutes  ces  solutions 
représentent  les  observations  avec  l'exactitude  même  qu'on  leur  sup- 
pose :  cette  incertitude,  plus  ou  moins  grande  suivant  les  cas,  est 
inévitable.  On  obtient  finalement  non  pas  les  éléments  de  Forbite 
cherchée,  mais  les  éléments  d'une  orbite  correspondant  aux  données, 
dans  la  mesure  de  leur  exactitude  supposée  :  et  pour  répondre  com- 
plètement à  la  question  posée,  il  conviendrait  même  d'indiquer  dans 
quelles  limites  on  peut  faire  varier  la  solution.  Il  est  à  peine  utile 
d'ajouter  que  l'incertitude  est  encore  augmentée,  dans  une  plus  ou 
moins  large  mesure,  du  fait  que  les  observations  sont  affectées 
d'erreurs  inévitables; 

Quand  on  a  obtenu  les  valeurs  de  x^  y,  5,  x\  y' ,  z\  on  peut  déter- 
miner les  éléments  comme  nous  l'avons  dit  au  Chapitre  précédent,  si 
du  moins  l'on  présume  que  le  calcul  ne  doit  pas  être  recommencé. 
On  peut  aussi  employer,  si  l'on  veut,  la  méthode  de  Gauss  exposée 
au  n"  28,  en  laissant  alors  de  côté  la  détermination  de  x' ^  y',  z'  :  mais 
les  calculs  sont  moins  simples  que  ceux  du  n°  27.  En  employant  con- 
curremment les  deux  méthodes,  on  s'assurera  de  l'exactitude  du 
calcul,  et  de  l'inutilité  de  procéder  à  une  nouvelle  approximation. 

Quand  on  procède  à  la  première  approximation,  en  dehors  de  tout 
autre  renseignement,  il  est  inutile  d'apporter  une  grande  exactitude 
aux  calculs  qui  dépendent  de  la  détermination  de  p,  puisqu'il  est 
nécessaire  de  recommencer  en  corrigeant  d'abord  les  dates  d'obser- 
vation par  les  formules  (3);  et  quand  même  ces  corrections  seraient 
sujettes  à  de  légères  rectifications  après  une  nouvelle  approximation, 
on  pourra  regarder  les  valeurs  corrigées  des  intervalles  de  temps  t, 
T^,  To,  comme  exactes,  puisque,  d'après  le  paragraphe  précédent,  les 
différences  p^  —  p,  po — p  se  trouvent  connues  avec  une  approxima- 
tion du  second  ordre  par  rapport  à  Ti,  To,  ou  même  du  troisième 
ordre  quand  les  observations  sont  sensiblement  équidistantes,  ainsi 
qu'il  arrive  d'habitude. 
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Quand  on  devra  procéder  à  une  nouvelle  approximation  en  recom- 
mençant le  calcul,  on  se  servira  pour  obtenir  les  nouvelles  valeurs 
de  V,  v^,  Vo,  CD,,  cio  des  résultats  de  l'approximation  précédente,  et 
l'on  voit,  d'après  le  Chapitre  précédent,  qu'il  suffira  de  déterminer, 
outre  r,  ;,,  /o,  les  deux  éléments  a  et  p,  pour  lesquels  on  a 


1    =    ^   _  (^'2+  y2  ^  ^'2)^  p  ^   ,.2(^'2+  y2_i_    -'2)  _  (^^'+  ^y  +  ^^' y 


Si  Ton  retrouve,  à  des  différences  négligeables  près,  les  valeurs 
de  g'^  g^^  g2^  f\i  fi  précédemment  employées,  c'est  qu'il  n'y  a  pas 
lieu  de  recommencer  le  calcul,  et  l'on  peut  procéder  à  la  détermi- 
nation définitive  des  éléments. 

L'incertitude  générale  de  la  solution  sera  d'autant  plus  grande  que 
les  déterminants  D  et  D'  seront  simultanément  plus  mal  déterminés; 
et  il  pourra  se  présenter  encore  une  nouvelle  incertitude  relative  à 
certains  éléments,  suivant  les  cas,  comme  nous  l'avons  vu  en  traitant 
de  la  détermination  générale  des  éléments. 


38.  Un  exemple  fera  bien  comprendre  l'application  de  la  méthode 
précédente,  et  mettra  en  évidence  les  différents  points  importants 
que, nous  avons  signalés. 

Les  données  sont  empruntées  à  J.-G.  Watson  (Theoretical astro- 
nomy^  p.  266).  La  planète  observée  est  Eurynome  C^  ;  en  temps 
moyen  de  Washington,  les  dates  sont 

t'  n^  1863  sept.  21,4*2570, 

l'^  =     »         »       14,68079, 
i;=     »         »       28,38623. 

Les  coordonnées  sont  rapportées  à  l'écliptique  et  à  l'équinoxe 
moyens  de  i863,o,  et,  après  les  corrections  convenables,  on  a 

0,1,  ^         0     /     „ 

a   =16.40.25,19,         0   =2.52.27.62, 

«1  =  17,46.28,17,         Si=3.   8.43.51, 

a2  =  i5. 15.44  7O3,  02=2.32.42,98. 
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Pour  le  Soleil,  les  latitudes  sont  nulles,  et  l'oit  a 

O  ==i78.35'.48"-4.  K  =  [o,ooii65Gj, 
Oir=ij3.  0.32,1).  Ri=  [0,002 io56], 
02=  i85.'25.36,9o,         R2=  [0,0002378], 

en  désignant  par  O  la  longitude,  parR  le  rayon  vecteur. 

En  outre, 

«  .      k  =  [2.2355814], 

et  l'on  a  pour  l'équation  de  la  lumière,  d'après  \\  atson, 

X  =  [3,76052]. 

La  précision  des  données  est  évidemment  illusoire  :  nous  l'accep- 
terons cependant  pour  développer  les  ca^lculs. 

On  a  d'abord,  en  représentant  toujours  un  nombre  par  le  loga- 
rithme de  sa  valeur  absolue  placé  entre  crochets,  et  suivi  du  signe  — 
quand  ce  nombre  est  négatif: 


X  =  [o,  0010354 — ], 
¥=.[2,3900968  ], 
Z  =  o. 


^i=   [  T,  9978679— ], 

Y2=[T,i45i778  ], 
Zi  =  o, 

>^i=  [1,9871032], 
[^1=  [T,484o3i3], 

vi=  [2,7393377], 

t 

l^l"^2   [^2"^!  =  [4  59510262 ],      Vi  Xo ''2^1  = 

X,îa2  —  X.2[Ai=  [2,6407195— ],    l[J.i   —  aXi  = 


1  =  [1,9807981], 
[X  =  [1,4572143], 
V  =  [2,7002332], 


X,-- 

=  [7,9982867-], 

Y2  = 

=  [2,9760188-], 

Z2  = 

=  0; 

l,= 

[1,9839776], 

1x2  = 

[T,4i99i85]. 

V2  = 

[2,6474688]; 

X,= 

[2,0276626], 

Xi  = 

[2,2823699]. 

Il  vient  alors 


0,000006768, 


sans  qu'il  soit  possible  d'affirmer  l'exactitude  du  dernier  chiffre.  En 
conservant,  pour  éviter  l'accumulation  des  erreurs  dues  à  l'emploi 
des  tables,  un  chiffre  de  plus  qu'il  ne  serait  réellement  nécessaire,  on 

a  donc 

A^[6,83o46], 

mais  en  réalité  la  précision  que  l'on  peut  obtenir  est  au  plus  celle  de 
quatre  chiffres  significatifs. 
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D'autre  part,  pour  la  première  approximation,  on  a 

T  =  [7,3724750],      Ti^  [1,0645576— ],      To—  [1,0789.250], 

d'où,  avec  l'exactitude  suffisante  ici  : 


Y  =  [^r'^3927— ],        Yi=  [4,4i552],        Y2=  [4,15652—], 
©1=  [3,8281-],         cp2=  [3,8554-]; 


puis 


X'=  [3,205728— ],         Y'=[5,6i8i3     ],         Z'  =  o, 

X"=  [3,21625      ],         Y"=  [5,583i2~],         Z"=o, 

D'=  [6,27347],         D"==  [6,27369-], 

P  =  [0,07054],        Q  =  [0,07076— ],        5^  =  [3,9668]; 

de  plus,  ^ 

R2=  [o,oo233],         S  =  [T,97863]. 

La  Table  Vil  montre  alors  que  l'équation  (20)  a  une  seule  racine 
positive  voisine  de  1,0,  et  l'on  trouve  facilement  ensuite 

p  =  [0,01387],         /•  =  [o,3o3o3]. 

Poursuivant  cette  première  approximation  avec  cinq  décimales,  on 
a  successivement 

g  =  [1,37198],        ^1=  [T,o6444— ]'        é^2=  [1,07810], 

/i^i"!", 99964].      /2=  [1,99962], 

A  =  [3,14709— ],         B  =  [5,56569],         G  =  o; 
?i=  [o,027[i],         02=  [0,00419]; 

et  l'on  peut  vérifier  la  relation 

qui  n'a  pas  été  employée  pour  le  calcul  de  p<  et  po. 
On  a  ensuite 

a7  =  [0,29890],         J7i=  [0,30259],         372=  [0,29429],         a7'=  [T,2063   — ], 

7  =  [T,43345],        ^,=  [1,26658],        ^-2=  [T,  55649],        y  =[1,87173     ], 

^  =  [2,71410],         ^1=  [2,76645],         ^2=  [2,65r66],         ;5'=  [2,76001— ]; 

/•  =  [o,3o3o4],         /'i  =  [o,3o46o],  /•2  =  [o,3oi54], 

et  l'on  peut  constater  que  les  équations  (5)  sont  vérifiées. 
On  en  déduit 

^'2 _|_  j.'2 _|_  ^'2  =  [1,76575],         xx'  -h  yjc'-^  -3z'=  [T,o83i— ], 
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et 

a  =  [o,î848i],        p  =  [0,36^17.]. 

Les  dates  corrigées  sont  alors 

^  =  21,41975.        ^1  =  14,674^6,        ^2=  9.8, 38043, 

et  pour  procéder  à  la  seconde  approximation,  on  a  d'abord 

T  =  [1,3724848],      -1=  [1,0645692— ],      T2=  [7,0782331]. 

Par  les  formules  du  n°  29,  il  vient,  en  partant  des  valeurs  di  g^ 
g^,  go  déterminées  ci-dessus,  et  que  l'on  constate  n'avoir  pas  besoin 
de  corrections  pour  atteindre  le  but  actuellement  poursuivi  : 


sin 


^i —  ^1  r-    cr    1  •       <'l —  ^  r-    w  t  •       ^2 —  ^ 


2 


[2,65o],  sin  — =[2,340—],         sin  — =[2,357], 


sin ■ =  [2,576],  sin =  [2,267 — ],         sin ; =[2,282]; 

Y  =  [3,33.917— ],         Yi=  [4,4i322],         T2=  [4,45879— ], 
cpi=  [3,82653— ],         (p2=  [3,85689— ]. 
Il  en  résulte 

X'=  [3,205738-],         Y'=[5,6j93i     ],         Z'  =  o, 
X"=  [3,21609       ],         Y"=  [5,57911—],         Z"=o, 

D'=  [6,27376],         D"=  [6,27270— ]^ 
P  =  [0,07082],         Q  =  [0,06976— ],         ^  =  [3,9667]; 

d'où 

p  =  [0,01445],         7- =  [o,3o333]. 

Poursuivant  le  calcul  avec  l'approximation  qui  correspond  à  celle 
des  données,  en  partant  de  la  valeur 

p  =  [o, 0144500] 

arbitraire  dans  une  large  mesure,  car  on  ne  peut  même  pas  répondre 
de  la  quatrième  décimale,  on  aura 

^=[1,3719896].        ,^'•,=  [7,0644499—17        .4'"2=  [7,0781047], 

/i=  [ï", 9996415],        J\=  [7,9996155], 

A  =  [3, 147251 — ],         B  =  [5,56765],         C  =  o, 

p,=  [0,0277154],         p2=  [o,oo47383]. 
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et 

a?  =  [0,2991814],   .2-1=  [0,3028914],   372=  [O, 2915577],   37'=  [î, '208066  —], 

jK  =  [T, 4340920],  jKi=  [1,2676497]-  jK2=  [1,5568934],  y  =- [7,8714276  ], 

^  =  [2,7146832],  ^1=  [2,7670531],  ^2=  [2,6522071],  ^'=  [2,7()()7662— ], 
/•  =  [o,3o333o4], 

d'où,  par  le  n°  27,  les  éléments  siiivaiils,  le  moyen  mouvement  Ji 
étant  exprimé  en  secondes,  et  l'anomalie  moyenne  M  se  rapportant  à 
l'époque  t  : 

a  =  [o, 3849351  ],  .■3' =  206.09  45,75,  e  =[1,275272], 

p  =  [0,3692257],  i  =         4.2,8.42,29.  i\I  =—  20"8'52'',24, 

a  =  [2  ,9726039],  co  =  190.20.33,99. 

La  méthode  du  n"  28  conduit  aux  mêmes  résultats,  à  des  différences 
insignifiantes  prés,  inévitables  d'ailleurs. 

En  partant  de  ces  valeurs,  directement,  on  trouve 


o 


V  =  —  29.37.28,00,  /•  =  [o,3o333o5], 
t^i  =  —  32.  7.51,67,  ri  =  [o, 3049123], 
ç^  =  —  27.  i.  9.20,    /•2=  [o,3oi8i6i  J, 


et 


o 


a   =16.40.25,21,  0   =2.52.27,62,  p   =  [o,oi44'>oo], 

«1  =  17.46.28,18,  81=3.    8.43,50,  pi=  [0,0277155], 

a2=  i5. 15.44  5O8,         02=2.32.42,97.         p2=  [0,0047386], 

de  sorte  que  les  données  sont  représentées  aussi  parfaitement  que 
possible.  Les  éléments  sont  cependant  fort  incertains,  et  cela  de  plu- 
sieurs façons. 

En  partant  par  exemple  de  la  valeur 

p  =  [o, 0143500], 
on  aurait 

«=[0,3349029],         S"  =  2o().59.58,29,         e  =[1,275143], 
/?  =  [o,3692o3i],  «•=      4.28.36,83,         M  =  —  2o°5'48',4i, 

/i  =  [2,9726523],         w  =  190.15.42,06, 

et  l'on  en  déduirait 

a  =  16.40. 25. 2r,         0  =2.52.27,62, 

ai  =  17.46.28, 18,         ôi  =  3.   8.|3,52, 
«2=  i5  .  15.44,08,         02  =  2.3  >  .42,99. 
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Ce  résultat  suffît  pour  montrer  que  l'on  ])eut  faire  varier  les  élé- 
ments dans  une  très  large  mesure  sans  cesser  de  représenter  les 
observations,  surtout  si  l'on  tient  compte  de  leur  précision  réelle  qui 
n'atteint  certainement  pas  une  seconde  d'arc. 

39.  Quand  l'astre  observé  est  une  comète,  il  arrive  le  plus  souvent 
que  la  première  approximation  donne  pour  le  demi-grand  axe  a  une 
valeur  très  grande.  Si  l'on  juge  alors,  d'après  les  limites  d'incertitude 
indiquées  par  la  solution,  qu'il  est  possible  de  déterminer  une  orbite 
rigoureusement  parabolique  représentant  les  observations  avec  une 
exactitude  suffisante,  il  j  aura  avantage  à  faire  effectivement  cette 
détermination. 

On  peut  à  cet  effet  employer  la  méthode  générale  suivante,  qui 
s'applique  encore  si  l'incertitude  de  la  solution  primitive  est  telle 
qu'on  ne  puisse  même  pas  déterminer  une  orbite  approchée,  ou  bien 
si  l'on  veut  a  priori  calculer  une  orbite  parabolique,  ainsi  qu'on  le 
fait  d'habitude  quand  il  s'agit  d'une  première  détermination. 

Reprenons  les  équations  (9)  écrites  sous  la  forme 

U  =  o,        y  =  o,        W  =  o, 

et  en  désignant  par  Xq,  ^o?  ^o?  trois  quantités  arbitrairement 
choisies,  résolvons  par  rapport  à  p,  et  po  les  deux  équations  qui 
résultent  des  précédentes  par  la  combinaison 

U^  _  _V  _  W 

^0        Yq         Zo 

On   obtient    ainsi,     en    mettant    pour    A,    B,    G,    leurs    valeurs 

X" 
X'-j — —J  •'•}  indiquées  précédemment, 


,.3  '  c-  "  *  ^         --  ^  o  r     ■     -  ^    ■      ^.3 


avec 


«1  I  Xo  Xi  X.2  j  =  1  Xo  X    X2 1,         «2 1  Xo  Xi  X2 1  =  I  Xo  X    Xi  |, 
bi  j  Xo  Xi  Xo  I  =  1  Xo  X2  X'  I,  ^2  I  Xo  Xi  X2  I  =  I  Xo  Xi  X'  |, 

Cl  1  Xo  Xi  X2  I  =  I  Xo  X2  X"|,         C2 1  Xo  X,  X,  I  =  I  Xo  Xi  X"|. 

Portant  ces  valeurs  dans  les  équations  (76/5),  il  vient 


,^'       y=-',?  +  V+^.       ^•  =  ç?  +  i;'-t-5: 
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en  posant 

$=— Xoao —  —  Xirti, 

C"  —       ^     I  ^^    \      n               -f'^  ■>      .. 
^     =    —        A2C2 AiC| 

S'  V^'i  A' 2 

et  déterminant  de  même  r^,  r/,  yj',  !I,  ^',  Ç". 
De  plus,  on  a  toujours 

;r  =  Xp  —  X,        7  =  ixp  —  Y,        ^  =z  vp  _  Z, 

/•2=   p2H-2Sp   -h   R2. 

L'orbite  qui  correspond  aux  valeurs  x^  r,  ^,  x' ^  y\  z'  résultant  du 
choix  d'une  valeur  de  0  sera  une  parabole  sous  la  condition 

Il  faut  donc  déterminer  p  par  la  résolution  de  cette  équation,  ce 
qui  n'offre  aucune  difficulté,  surtout  si  l'on  connaît  déjà  une  valeur 
approchée  de  p  fournie  par  l'équation  (20)  dans  un  premier  calcul. 
Dans  tous  les  cas,  on  pourra  appliquer  la  méthode  d'approximation 
de  Newton,  en  calculant  la  dérivée  y  (p)  par  la  formule 

/(p)  =  .l^y,  +  .',+  P-it^(,-3îX±4zLt£i:). 

Connaissant  p,  on  a  immédiatement  x^  y,  z^  x'^  }',  z'  et,  par  suite, 
les  éléments  de  l'orbite;  on  a  aussi  p^,  p2,  et  enfin  :r<,ri,  ^,,  x^^ 
^2,  ^2  par  les  formules  (5),  qui  déterminent  les  points  de  l'orbite 
correspondant  aux  époques  /<  et  t.2- 

Examinons  de  plus  près  les  coefficients  des  expressions  de  p,,  p2, 

x\  y',  v',  en  fonction  linéaire  de  p  et  de  —  ;  et  pour  cela,  supposons 

que  T,  et  To  soient  de  petites  quantités  du  premier  ordre.  On  peut 
développer  la  solution  et  les  données  elles-mêmes  suivant  les  puis- 
sances de  ces  quantités,  par  exemple  prendre  pour  X,  et  X^  des  déve- 
loppements de  la  forme 

X,=   X4-X'X,-+-  X"Tf  -h..  .,  X2=X-f-X'T.2-i-  V'^i  -+-.... 

On  voit  alors  que  a,  et  a-2  sont  des  quantités  connues,  et  l'on  peut 
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leur  donner  des  développements  tels  que 

<Xi  =  ^  (iH-  a'iTi-h  a'^-oH--  .  0^         '<^2  =  -^i^-^  «•>'i+  a\zo-\-.  .  .), 

puisqu'elles  ne  font  que  s'échanger  au  signe  près  quand  on  échange 
les  indices  i  et  2,  et  que  leurs  parties  principales  sont  en  évidence. 
De  même  6<  et  60  sont  des  quantités  connues  et,  d'après  les  déve- 
loppements du  n^  36,  de  la  forme 

Quant  à  c,  et  C2,  ce  sont  des  quantités  qui  ne  sont  connues  qu'avec 
une  certaine  approximation,  développables  d'ailleurs  sous  la  même 
forme  que  èi  et  ^2- 

En  poursuivant  ce  raisonnement  et  se  rappelant  les  expressions  de 
g',  g{^  g  21  f  \  -!  fil  on  voit  finalement  que  les  coefficients  ?,  ?  ,  H"  sont 
tous  des  quantités  finies,  développables  suivant  les  puissances  de  'z^ 
et  T2  ;  de  plus,  si,  comme  au  n**  30,  on  part  d'éléments  connus  avec 
une  erreur  d'ordre  i  et  que  l'on  emploie  les  valeurs  de  ^,  g^^  g2^ 
f\if^  qui  en  résultent,  en  même  temps  que  celles  de  y,  yi,  y2  néces- 
saires au  calcul  de  X",  Y",  Z",  l'erreur  de  ^,  ç',  i'^,  . . .  sera  de  l'ordre 
r-|-ij  et  même,  par  simple  raison  de  symétrie,  de  l'ordre  2 -f-  2  dans 
le  cas  spécial  où  la  somme  t^  4-  T2  peut  être  regardée  comme  du 
second  ordre.  Par  suite,  les  conditions  requises  pour  instituer  une 
méthode  convergente  d'approximations  successives  sont  bien  véri- 
fiées, comme  nous  l'avions  supposé  implicitement.  Si  l'on  fait  une 
première  approximation  en  dehors  de  tout  autre  renseignement,  on 

prendra  simplement 

^3  -3  ^3 

^  =  ",    ^i='i,    ^2  =  12,  /i  =  /2=^i,    ï=— -ë'    '^^^"""e'    ^^"^""ë' 

Supposons  les  approximations  successives  menées  à  bonne  fin,  et 
comparons  aux  observations  les  positions  que  l'on  déduit  de  l'orbite 
calculée.  Il  est  clair  que  l'observation  moyenne  est  exactement  repré- 
sentée, tandis  qu'il  n'en  est  pas  de  même  des  deux  autres,  si  du  moins 
la  solution  parabolique  ne  correspond  pas  exactement  aux  données. 
Si  l'on  détermine  x^,  j  , ,  z^-^  x^-,  y^i  ^s  P^ï*  les  formules  (5),  ainsi 
que  nous  l'avons  déjà  dit,  et  que  l'on  fasse 

Pi  =  ^i-i-Xi — Xipi,  P2=  a72-i-  X2—  X2P25 

Qi=JKi-^  Yi  — (jLipi,  Q2  =  JK2-H  Yg— i^apa, 

R,  =  ^i-i-Zi  —  Vj  Pi,  R2=^2-f-Z2 — V2P2, 
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il  résulte  manifestement  de  la  marche  suivie  que  ces  quantités  ne 
seront  pas  nulles  en  général,  mais  que  l'on  aura  seulement 

avec 

/2Pi-/iP2  =  /2Qi-/iQ2^-=/2Ri-/iR2=o; 

c'est-à-dire,  en  désignant  par  a-  un  facteur  de  proportionnalité, 

Qi  =  /iaYo,         Q2  =  /2^Yo, 

En  d'autres  termes,  si  l'on  revient  aux  quinze  équations  fonda- 
mentales du  problème  (2)  et  (5),  les  six  dernières  équations  (2)  ne 
sont  pas  vérifiées,  et  l'on  voit  par  ce  qui  précède,  comment  elles  ne 
le  sont  pas. 

Si  maintenant  nous  appelons  V^,  [ji'j,  v'j,  0',  et  V^?  [^25  ^'21  P2  ^^^ 
quantités  analogues  à  X,,  [jL|,  v^,  pi,  ...  qui  résultent  de  l'orbite 
calculée,  et  qui  par  suite  vérifient  les  relations 

on  aura  donc 


Ces  relations  donnent 

I  X\   Al   Xo  I  =  o,  1«A2    A2  Xo  I  =  o, 

^p/,  X,  X^I^^IX'^  h  X2I, 

ce  qui  montre  que  :  i*'  la  direction  calculée  (a'^,  jjip  v^)  et  la  direction 
observée  (a<,  ul,,  Vi  )  sont  dans  un  même  plan  avec  la  direction 
(Xq,  Yo,  Zq);  2°  de  même,  les  directions  (A^,  [x^,  v^),  (Ao,  [^27^2), 
(Xo,  Yq,  Zo)  sont  dans  un  même  plan;  3*^  les  sinus  des  angles  que 
font  les  directions  calculées  (V^,  jVj,  v'^),  (X^,  pi^,  v'^),  avec  le  plan 
des  deux  directions  observées  (X^,  |J'.^,  v<),  (Xo?  ^21  "^2),  sont  propor- 
tionnels à  ^  et  ~,   c'est-à-dire  que    ces  angles  sont  sensiblement 

Pi  p2 

égaux;  ils  sont  d'ailleurs  petits  en  même  temps  que  a. 

Le  calcul  se  simplifie  notablement  si  l'on  choisit  Xq,  Yq,  Zo  d'une 
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façon  particulière.   Prenons  en  effet  ces  quantités  proportionnelles 
à  A,  B,  G;  il  reste  simplement  i 

^'=ip  +  r, 

ft  1  et  A 

et  en  faisant 
l'équation  en  p  devient 

et  rendue  entière  serait  du  sixième  degré;  sous  cette  forme,  sa  réso- 
lution n'offre  aucune  difficulté:  l'expression  de  la  dérivée  de/(o)  est 

'    /'(p)  =  Gp  +  H+P^. 


A  la  vérité,  on  ne  connaît  pas  A,  B,  G;  mais  il  est  clair  qu'il 
suffit  de  se  servir  de  valeurs  approchées  de  ces  quantités  pour  obtenir 
une  méthode  légitime  d'approximations  successives  sous  la  forme  pré- 
cédente. 

Si  l'on  fait  une  première  approximation  en  dehors  de  tout  autre 
renseignement,  les  intervalles  de  temps  i^ ,  T2  étant  suffisamment 
petits,  on  pourra  prendre  Xo=X,  Yo=  Y,  Zo=Z,  puisque  nous 
savons  que  l'on  a  d'une  façon  très  approchée 

mais  dès  que  l'on  connaîtra  des  valeurs  plus  exactes  de  g^  g^^  ^2?  ^^ 
se  servira  des  formules  générales 

A  =  ^X  — ^2X1  +  ^1X2, 

Bien  entendu,  ce  procédé  si  simple  cesse  d'être  utilisable  si  l'in- 
certitude que  l'on  rencontre  dans  le  calcul  du  déterminant  |XXi  A2I 
devient  trop  considérable;  et  d'une  façon  générale,  les  réflexions 
faites  au  n°  37  sur  l'incertitude  de  la  solvition  trouvent  encore  leur 
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place,  quoique  dans  une  moindre  mesuie,  quand  il  s'agit  de  déter- 
miner une  orbite  parabolique. 

La  projection  sur  la  sphère  céleste  de  la  trajectoire  géocentrique 
de  la  comète  calculée  par  la  méthode  précédente  passe  par  la  position 
moyenne  observée,  et  par  deux  points  voisins  des  positions  extrêmes, 
soumis  aux  conditions  trouvées  ci-dessus.  11  peut  sembler  préférable 
que  la  trajectoire  calculée  passe  par  les  deux  positions  extrêmes 
observées  et  par  un  point  voisin  de  la  position  moyenne.  Pour 
obtenir  ce  résultat,  il  suffît  de  modifier  ce  qui  précède  de  la  façon 
suivante.  Au  lieu  de  déterminer  x^  k,  z  par  les  premières  for- 
mules (8),  servons-nous  des  formules  (6)  et  des  dernières  for- 
mules (8),  de  façon  à  avoir 

gX  =  ,ir2(>^lpl—  X,)— ^l(X2p2—  Xg),  .  .  ., 

c'est-à-dire 

.r  =.ap -t-a',         jKr=Pp-hP',         ^  =  yp_+-y', 

avec 

a  — Àirti— X2«2,        ..., 

on  peut  faire  ainsi,  parce  que  la  quantité  )m^i  —  AoCo  est  du  troi- 
sième ordre  par  rapport  à  i^  et  T2,  de  sprte  qu'il  suffit  d'une  valeur 
approchée  de  r  pour  ctilculer  a'. 
On  a  alors 

/•2=  Dp2H_  2Egh-F, 

avec 

et  l'on  continue  de  la  même  façon  que  ci-dessus,  en  mettant  cette 
nouvelle  expression  de  r  dans  l'équation /(p)  ■=.  o. 
L'orbite  est  déterminée  par  les  éléments 

X  —  OLZ  -\- (x! ,  ...,  J7'=^3-h;'H -i  .... 

Les  positions  extrêmes  calculées  et  observées  coïncident,  d'après  la 
marche  suivie;  mais  il  n'en  est  pas  de  même  des  positions  moyennes: 
si  l'on  fait 

P  =  :r  -h  X  —  Àp,  Q  =  ^  -4-  Y  —  up ,  R  =  z  -h  Z  —  vp, 
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on  a  seulement 

I.  -  S.  -  — 


ce  qui  montre  que  ladirection  moyenne  calculée  etla  direction  moyenne 
observée  sont  dans  un  même  plan  avec  la  direction  (Xq,  Yq,  Zq). 
Si  l'on  simplifie  le  calcul  comme  précédemment  en  choisissant  les 
quantités  Xq,  Yo,  Zo  proportionnelles  à  A,  B,  C,  il  reste 

a  —  liai—Xia^,  a' =  -(^iXj— ^2X1), 

ô 

Un  exemple  va  nous  montrer  l'application  de  ce  qui  précède.  Les 
données  sont  encore  empruntées  à  l'Ouvrage  de  J.-G.  Watson 
(p.  199).  La  comète  observée  est  la  cinquième  de  i863;  en  temps 
moyen  de  Washington,  les  dates  corrigées  de  l'aberration  sont 

t  =1864  Janvier  13,27682, 
ti=     »  »         io,3o837, 

ti=     »  »         10,29299. 

Les  coordonnées  sont  rapportées  à  l'écliptique  et  à  l'équinoxe 
moyens  de  1864,0,  et  après  les  corrections  convenables,  on  a 

a   =302.57.34,47  5   =57.39.35,9, 

«1  =  297.52.51,1,  81=55.46.58,4, 

«2=  3io.3i  .35,0,         §2  =  >y-38. 18,7. 

Pour  le  Soleil,  les  latitudes  sont  nulles,  et  avec  les  mêmes  notations 
que  précédemment,  on  a 

0  =293.  7.57,1,         R  =  [T, 992830], 

01  =  290.   6.24,7,         Ri=  [ï,99'27631, 
02=296.12.15,7,         R2=  [1,992916]. 

11  en  résulte 

x=  [1,012618  ],    Ti=  [2,708111 — ],    ■:2=  [2,715037  ]; 

X=[T, 463943  ],  Xi  =  [7,419899  ],  X2=[î,5i646o  ], 
[JL  =  [T,  652097— ],  fxi=  [7,696406— ],  iJ.2=  [7,584556— ], 
v  =  [7,926799  ],    v,=  [7,917460  ],    V2=  [7,935937  ], 
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et 

X  =  [1,587067  ],    Xi=  [1,529049  ],    X,=  [T, 6379-20  ], 
Y  =  [T,9564i8-],    Yi=  [1,965151-],    Y,=  [7,945817-], 

Z    =:   O,  Zi  =:::    O,  Zo  =    O  ; 

ce  sont  les  données  propreaient  dites  du  problème. 

Appliquons  d'abord  la  première  méthode  simplifiée;  les  quantités 
fixes  nécessaires  sont 

[JI1V2  —  ;j!.2Vi  —  [T,o4()o5S — ],         v,À2 — /2^i  —  [^7650240     ], 
av2— IJ.2V   =  [2,797i5i— ],  vÀ,  — voÀ   =[2,4212^5     ], 

,a  V,  —  ixi  V   =  [ 2 . 688 ^26     ],  v  Xj  —  Vi  X   =  |  2, 266774— ]  ; 

S  =  [T,7i47i7-],         R2_[T,98566o]. 
Pour  la  première  approximation,  on  prend 

^^  =  T,       ^1  =  ^1,       ^2  =  '2,      /i  =  /2==i,       Xo  =  X,       Yo=Y,       Zo  =  Z; 


d'où 


/7i  =:  [  I  ,760860],         «2  =  [i  ,63oo36 — ], 

ç  ='[T, 9.511-],         r^=[o,3643     ],         ^  =  [0,2968-], 
e'=  [7,9711-],         r/=[T,5983-],         ^=0, 
G  =  [0,9689    ].         H  =  [1,8755-],       K  =  [0,0139], 


et 


p  =  [1,6728],        /•=  [1,9229]. 

On  a  ainsi  une  première  orbite  parabolique  déterminée  par 

^=[^,3970-],  a?' =[0,0084—], 
j^  =  [T,84o8  ],  y=[T,84o5  ], 
^  =  ['i"P996     ],  2'=  [1,9696— ]. 

Pour  procéder  à  une  seconde  approximation  nécessaire,  mais  défini- 
tive, nous  avons  d'abord 

rr'=  [T,56o3].         V2=  [0,3781],         /?  =  [0,1882], 

et  par  les  formules 

^2  -3 
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il  vient 

/i  =  /2=[T,999o],         ^'1=  [2,7078-],         gi=  L^,7ï47],  /.'  =  [T,oii3], 

de  sorte  que,  par  le  n*'  29,  on  a  plus  exactement 

/i=  ["i", 999010],        /2=  (T,999o3o], 
^  =  [T,oii3i2],         ^1=  [2,707777— ],         ^2=  [2,714718], 

d'où 

A  =  [,5,525-],         B  =  [5,904],         G  =  o. 

Recommençant  alors  le  calcul  en  prenant 

Xo=i,         Yo=  [0,379000— ],         Zo^o, 

on  a  successivement 

«1=   [7,760971],  «2=   [7,629894— ], 

Ç  =  [T, 254504— ],  r,  =  [o,364i55     ],  ^  =  [0,297179—], 

Ç'=  ["•',971377— J,         ''l'^  [■i",'>99o4(>~],  C'=o, 

G  =  [0,969017    ],        H  =  [7,873372— ],        K  =  [o, 014646    J, 

p  =  [  7 ,  6724  82  ] ,         /•  =  [  7 ,  922867  ] . 

Les  éléments  de  l'orbite  parabolique  cherchée  sont  donc  finalement 

J7  =  [7,397105 — ],  37'=   [0,008917 — ], 

j^  =  [7,840982    ],        jk'- [7,839344    J. 
^=['^'5599281     ],         xi' =  [7,969661— ]; 

et  l'on  a  de  plus 

pi=  [7,730047],         0.,=  [7,Co59ii]. 

Pour  vérifier  que  l'hypothèse  d'une  orbite  parabolique  est  justitiée, 
calculons  x^^  ),,  ^,,  Xo,  yi-,  '-2  d'une  part  par  les  formules  (5),  et 
d'autre  part  par  les  formules  (8);  on  a  par  les  premières 

^1=  [7,294177—],         Ji.2=  [T,  47984 1  —  |' 

JKi  =  [7,817282      ],  JK2=  [7,861932      ]. 

5i,=  [7,6475o5  -  ],  .      ^2=[7,54[846     ], 
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et  par  les  secondes 

^1=  ['«',294^72—],         '-^2=  [T, 479839  — ], 

J',  =  [7,817278  J,     72=  [7,861928  J, 

^,  =  [7,647507     ],         Z2=  [7, 541848     J. 

Ce  résultat  est  entièrement  satisfaisant,  et  l'on  constate  que  les  diffé- 
rences entre  les  deux  valeurs  d'une  même  coordonnée  satisfont  aux 
conditions  indiquées  ci-dessus,  dans  les  limites  de  l'incertitude  d'un 
calcul  à  six  décimales. 

Dirigeons  maintenant  le  calcul  de  façon  à  représenter  exactement 
les  observations  extrêmes.  En  raison  de  la  plus  grande  simplicité  des 
opérations,  il  j  a  tout  avantage  à  faire  la  première  approximation 
comme  ci-dessus,  les  logarithmes  de  S  et  R-  n'ayant  plus  besoin  que 
de  quatre  décimales. 

On  aura  ensuite,  en  n'écrivant  que  les  nombres  nouveaux  : 

a  =  [7,464984     ],  p  =  [7,653712— ],  T=  ["i',9'^68oo], 

a'=[7,587434-j,  P'=[7,9568o3     J,         V^o, 

D  =  [o,ooo83o     1,         E  =  [7,7i658[— j-         F  =  ['«"5  98<>4o7j, 
p  =  [7,672484],         r  =  [7,922864]; 

^  =  [7,397100 — J.  ;r'=:  [0,008917  —  ]. 

^  =  [7,840978     ],        y  =[7,839347     ], 
2  =  [1,599284     ],         V=  [7,969663-]. 

Les  équations  telles  que 

sont  vérifiées,  et  l'on  a 

Xp-X  =  [7,397104-], 
jjLp-Y  =  [7,840981     ], 

vp  —  Z  =  [7,599283     ]. 

40.  Lorsque,  dans  le  cas  général,  il  devient  pratiquement  impos- 
sible de  calculer  0  par  l'équation  (20),  en  raison  de  la  trop  mau\aise 
détermination  des  coefficients,  il  est  nécessaire  d'avoir  recours  à  une 
quatrième  observation,  ainsi  qu'on  le  voit  immédiatement  dans  le  cas 
limite  où  l'orbite  de  l'astre  observé  se  trouve  précisément  dans  le 
plan  de  l'écliptique. 

Indiquons  brièvement  comment  on  peut  diriger  le  calcul  dans  ces 
conditions  exceptionnelles,  assez  rares  en  réalité. 
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Soit  t!^  la  date  d'une  quatrième  observation  :  nous  conserverons 
toutes  les  notations  précédentes  pour  les  quantités  qui  dépendent  des 
trois  dates  t^  f,,  ^27  et  nous  marquerons  d'un  accent  les  quantités 
analogues  qui  dépendent  de  t^  t\^  ^2,  de  sorte  que  l'on  aura  par 
exemple 

<  =  >^'i .' ;  -  "^'i  =  A  •^-  ^  ê\  •^•', 

toutefois,  afin  d'éviter  toute  confusion,  nous  introduirons  une  légère 
modification  dans  les  notations,  en  écrivant,  au  lieu  de  X'  et  X',  .... 

X(i)  =  xX  -  T2X,  -f-  -r,  X»,         X(2)  =  yX  —  Y2X,  +  Yi  ^2, 
et  par  suite 

X'(i)  =  t'X  —  x^\\  -^  -\  X2,         X'(2)  =  y'.X  —  Y.X;  +  Y't  X, 

Reprenons  alors  l'équation  (12),  qui  s'écrit 

.P2  (  >^l  fJ-2  —  Xo  Lti  )   (  Tl  4-   >^  j 

=  p(Xlx,-X,ix){'z-^±)  ^_x,     Y(i)  +  — -     _u,  (X(')-+-__ 


c'est-à-dire 

,         c        dp        d^pi 

P'=  ap  -h  b-] -i ^H ^  5 

'  ;'3  ,3  ,i 

sans  qu'il  soit  nécessaire  de  détailler  les  valeurs  évidentes  des  coeffi- 
cients a,  ^,  c,  <i,  d.2,  a  et  b  sont  exactement  connus,  tandis  que  c, 
c/,  «?2  ne  le  sont  qu'avec  une  certaine  approximation,  celle  de  v,  v,, 
Y2  ;  si  les  intervalles  de  temps  sont  regardés  comme  de  petites  quan- 
tités du  premier  ordre,  a  est  une  quantité  finie,  6  et  c  sont  du  pre- 
mier ordre,  d  et  <^2  sont  du  second  ordre. 

La  combinaison  des  observations  faites  aux  dates  ^,  /,,  to  donne 
une  équation  toute  semblable 

,  ,,        c'        et  Ç)        dUpi 

p2=ap-i~b-\ -H -j- H 4-J 

fi  fi  fi 

en  égalant  les  deux  v^aleurs  de  P25  on  ^  ni^^e  équation  propre  à  déter- 
miner p;  elle  est  toujours  du  même  type  (20),  sauf  qu'il  j  figure  un 
petit  terme  en  '—;  mais  ce  terme  peut  être  remplace  sans  inconve- 
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nient  pàx  une  valeur  approchée  choisie  suivant  les  circonstances;  si 
les  intervalles  de  temps  sont  petits,  on  peut  prendre  par  exemple  en 
première  approximation  p2=  p* 

11  est  inutile  de  décrire  plus  amplement  le  détail  des  approxima- 
tions successives.  (^iOnnaissant  p  et  p2,  on  aura  p<,  p'^  comme  précé- 
demment, et  de  plus  07,  y,  5,  07.2,  ^2?  ^2  par  les  six  équations  (8)  [ici 
au  nombre  de  douze]  correspondantes;  enfin  les  équations  (5)  |  ici 
au  nombre  de  neuf]  fourniront  ^',  ^',  z' ^  ;r,,y,,  ^,,  ^[i  y\i  z\.  On 
pourra  ainsi  déterminer  l'orbite,  et  l'on  aura  les  positions  qui  en 
résultent. 

Des  six  équations  (8)  restantes,  savoir 

;ri=Xipi— X,,         x\  =  k\^\  —  \\. 


celles  relatives  aux  coordonnées  0?,,  j^i,  x\^  y\,  seront  nécessairement 
vérifiées,  d'après  la  façon  dont  on  a  choisi  les  équations  en  p  et  po, 
tandis  que  les  deux  dernières  ne  le  seront  que  dans  la  mesure  où  les 
observations  données  sont  réellement  concordantes. 

En  d'autres  termes,  les  ascensions  droites  (si  le  plan  fondamental 
est  celui  de  l'équateur)  seront  toutes  exactement  représentées^  ainsi 
que  les  déclinaisons  relatives  aux  époques  t  et  t.2.  On  disposera  de 
l'arrangement  des  dates  de  la  façon  qui  paraîtra  présenter  le  plus 
d'avantages. 

41.  Indiquons  encore,  d'une  façon  toute  sommaire,  comment  on 
peut  déterminer  une  orbite  circulaire,  pour  une  petite  planète  dont 
on  a  n'a  que  deux  observations  aux  dates  t  et  tt. 

Conservons  toujours  les  mêmes  notations.  Si  l'on  appelle  en 
outre  a-  l'angle  des  deux  rayons  vecteurs,  et  a  le  rayon  de  l'orbite, 
on  a 

a  =  'ïia    2^  ,.  _  ,.^  _  ^. 


écrivant  que  la  corde  MM,  est  égale  à  2«  sin-,  on  a  de  plus 

(^i-^)^H-(7i-r)-+(^i--,)-=  i«'-siii2^- 

Mais 

x=    Xp   —X,  r=    î^?   —Y,  z=   ^p   —Z, 

a7i=Xipi  — Xi,        ji=[aipi  — Yi,        ^,=  visi  — Zj, 
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-tle  sorte  que  les  relations  /■  =  l'i  =  a  donnent 

p2— 2p    R    cost];    4- R2 «2_Oj 

pj  —  2  Pi  Ri  cos^^i-i-  R^  —  a2  =  o, 
en  faisant 

Rcos^^  =  àX  ■+  [jt.Y  +  vZ,         RiCOst^i=  XiXi-i- [jLi  Yi4- viZp 
On  doit  supposer  a  supérieur  à  R  et  Ri  ;  faisant 


^  = /a2— R2sin2j;,  Çi  =  v/«^— Rj'sin2tl;,, 

on  a  donc 

p  =  Rcos4'  +  ?,         pi  =  Ri  costal  4- Çi, 
d'où 

Xx  —  .r  =  Àt  Ri  cosd'i — XR-coS^»  —  Xi+X-i-Xi|i — X^,         ..., 

et  si  l'on  fait  encore  pour  abréger  l'écriture 

l 

/  =  Xi  Ri  cos<|^i —  XRcos<L  —  XiH-X, 

m  =  [0.1  Ri  cos<];i —  [xR  cos»]^  —  Yi  h-  Y, 

n  =  vi  Ri  costl/i —  V  R  costj;  —  Zi  h-  Z, 

on  a  finalement  l'équation 

(/-HXifi-XO-+(/>i+f^içi~  [x0'-+-('î  +  vi^i  — vO^— 4«2sin2^  =  o, 

qui,  jointe  aux  relations  qui  définissent  o-,  ^  et  ^f,  permet  de  résoudre 
le  problème.  On  procédera  nécessairement  par  approximations  suc- 
cessives, en  choisissant  comme  inconnue  principale  a;  et  à  défaut  de 
tout  autre  renseignenient,  on  partira  d'une  valeur  de  a  vraisemblable 
telle  que  rt=[o,4oo].  Pour  appliquer  la  méthode  d'approximation 
de  Newton,  appelons/(a)  le  premier  membre  de  l'équation  ci-dessus, 
qu'on  peut  encore  écrire,  en  introduisant  des  notations  évidentes  et 
développant  le  dernier  terme  en  série, 

on  a  pour  calculer  la  dérivée /'(a)  la  formule  assez  simple 
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42.\Nous  allons  enfin,  pour  terminer  ce  Chapitre,  dire  un  mot  du 
|)roblème  de  la  détermination  des  orbites  lorsqu'on  suppose  que  la 
même  observation  a  pu  fournir  non  seulement  les  coordonnées  de 
l'astre  observé,  mais  encore,  d'une  façon  suffisamment  approchée, 
son  mouvement,  c'est-à-dire  les  dérivées  premières  de  ses  coor- 
données pour  l'époque  de  l'observation.  C'est  ce  qui  arrive  en  fait 
quand  l'astre  a  été  observé  photographiquement,  et  que  la  pose  est 
suffisamment  prolongée  {voir  à  ce  sujet  l'article  de  M.  Luc  Picart, 
Bulletin  astronomique^  t.  XXXIII,  1910). 

Il  suffit  de  reprendre  la  méthode  générale,  en  supposant  par 
exemple  que  l'époque  t^  coïncide  avec  l'époque  t,  et  en  introduisant 
les  dérivées  du  premier  ordre  des  éléments  correspondants. 

L'observation  fournit  les  dérivées  a',  0'  des  coordonnées  observées 
a,  0;  et  par  suite  les  dérivées  V ^  |x',  v'  de  X,  jx,  v,  soit 

À'=  —  |jt.a' — XtangS.8', 
[ji'=  Xa'—  |jitang6.8', 
v'=  cosS.S'. 

Les  dérivées  X',  Y',  Z'  des  coordonnées  X,  Y,  Z  du  Soleil  sont 
fournies  par  l'interpolation  de  l'éphéméride  de  cet  astre,  suivant  les 
régies  bien  connues,  expliquées  d'ailleurs  plus  loin;  en  toute  rigueur, 
on  devra  tenir  compte  de  la  correction  de  parallaxe,  mais  c'est 
presque  toujours  inutile  en  raison  du  peu  de  précision  que  l'on  peut 
obtenir  dans  le  cas  actuel.  Bien  entendu,  toutes  ces  dérivées  sont 
prises,  comme  x' ^  y\  z\  par  rapport  à  la  variable  t  =^  kt^  l'unité  de  t 
étant  le  jour  moyen. 

Conservant,  sauf  exception  spécifiée,  toutes  les  notations  déjà 
employées,  on  a  les  équations  évidentes 

Xx~  X,  pi  — Xi  = /i^  H- ^i^r',         x' —  X'p-t-  Xp' — X', 

jKi=  ;-tiPi  — Y,  =  /i7  +  é'-iy,     y=  {^'p-i-[j.p'  — Y, 

^1=  v,pi-^Zi  =  /i  z  -h  giZ',  z'  —  v'p  H-  vp'  — Z', 

aux  douze  inconnues  x^  y^  2:,  x\  y\  5',   .T<,y,,  ^i,   p,  p'^  p..  11  en 

résulte 

p(X/i-+-  XVi)-H>^.^iP'- >^iPi=^=/iX  +  ^iX'-Xi. 

p(îi./i4-  Hl'^,  )  -f-  ^g,  p'-  î^i  p,  =  B  =  /i  Y  +  ^1  Y'-  Y,, 
p(v  /i-+-  v\^,)+  v^ip'—  V,  pi=  G  =/i  Z  +  ^i  L'—L^\ 


a?  =  Xp 

—  X, 

y^v-?- 

-Y, 

z  =  vp 

—  Z, 
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et  par  suite  en  faisant 

A=  |X  X,  X'I,         D  =  |X  Xi  Aj, 
on  a 

et,  par  exemple, 

pi(X|ai—  Xi[x)=  p^,(XfA'— X>)-f-  ixX  —  XB, 
avec 

Comme  on  doit  actuellement  se  borner  à  la  première  approximation, 
on  fera 

et  l'on  voit  immédiatement,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'entrer  dans 
de  plus  grands  détails,  que  l'on  est  ramené  aux  mêmes  équations  que 
précédemment. 

Dans  le  cas  où  l'on  a  une  seule  observation,  fournissant  les  coor- 
données de  l'astre  et  aussi  leurs  dérivées,  on  peut  déterminer  une 
orbite  circulaire  répondant  à  ces  données.  On  a  comme  plus  haut 

a7=Xp  — X,         jA  =  (^p  — Y,.        ^  =  vp  — Z, 
avec 

x'=X'p-hXp'-X',         j)^'={ji'p4-iJip'-Y',         z'=  v'p+vp'— Z'; 

de  plus,  d'après  les  propriétés  du  mouvement  circulaire,        .^ 

^^ -\- y^ -h  z^  =  a^ ,         ccx' -{- yj'-h  zz'=  o,         x'^ -i- y''^ -h  z'^  =  -  • 
Faisons  comme  précédemment 

Rcosi|>  =  XX-h  [jlY-+-vZ,         ç=:  v/a2—  R^sins^j,^ 

de  sorte  que 

p  =  R  cos(|;  -H  |. 

En  se  servant  de  la  relation  XX' H-  [J^JJ^ '+  vv'=  o,  il  vient 

p'Ç  =  p(X'X  +  [jl' Y  +  v'Z  +  XX'-h  [jiY'+ vZ')  -  (XX'H- YY'-h  ZZ'), 


\ 
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et  en  posant 

h  =  R  cos4;(X'X  -i-  [ji'Y  -+-.  v'Z  +  àX'-+-  ;a.Y'+  vZ')  -  (XX'+  YY'-+-  ZZ'  ), 

/  =  À'Rcos4/  +  À(À'X-f-  [jl'Y  +  v'Z-+-àX'h-  [xY'-4- vZ')  — X', 
m  =  ;jl'  Rcos'^  +  [jt(À'X  +  -jl'Y  4-  v'Z  -f-  ÀX'+  |jtY'+  vZ')  —  Y'. 
n  —  v'  R  costL  +  v(À'X  H-  [jl'Y  +  v'Z  -f-  ÀX'-i-  [xY'-h  vZ')  —  Z', 

on  obtient  l'équation 


/î  -f-  v'  ?  -+- 


V  A  \  2  I 


W  /Ç2^  R2sin2(i; 


propre  à  déterminer  l'inconnue  ?  par  approximations  successives;  les 
autres  inconnues  s'en  déduisent  immédiatement. 


CHAPITRE  VIII. 


DÉTEKMINATION 

D'UNE  ORBITE  KÉPLÉRIENNE  PAR  TROIS  OBSERVATIONS  QUELCONQUES, 

EN  PARTANT  D'UNE  SOLUTION  APPROCHÉE. 


43.  Reprenons  le  problème  général  étudié  au  Chapitre  précédent, 
celui  de  la  détermination  d'une  orbite  képlérienne  par  trois  obser- 
vations, mais  sans  supposer  que  ces  observations  soient  rapprochées. 
11  faut  alors,  pour  atteindre  le  but  poursuivi,  partir  d'une  solution 
approchée  :  celle-ci  est  fournie  par  une  première  orbite  provisoire 
déterminée  par  d'autres  observations  plus  voisines;  ou  bien,  encore, 
si  les  observations  ne  sont  pas  trop  éloignées  les  unes  des  autres,  et 
si  les  circonstances  sont  favorables,  par  l'application  de  la  méthode 
du  Chapitre  précédent,  mais  limitée  à  la  première  ou  à  la  seconde 
approximation,  car  la  convergence  des  approximations  successives 
est  alors  trop  lente  pour  qu'il  y  ait  avantage  à  les  continuer  plus 
loin. 

Dans  tous  les  cas,  nous  supposerons  bien  entendu  les  observations 
préparées  de  façon,  qu'il  n'y  ait  pas  à  s'occuper  des  corrections 
d'aberration  ou  de  parallaxe,  et  toutes  les  coordonnées  seront  rup- 
portées  aux  mêmes  axes  de  référence  :  nous  conserverons  aussi  toutes 
les  notations  précédemment  employées. 

La  méthode  à  appliquer  est  la  méthode  différentielle  de  Newton  : 
il  faut  chercher  les  corrections  que  l'on  doit  apporter  aux  éléments 
de  l'orbite  provisoire  qui  sert  de  point  de  départ,  pour  représenter 
exactement  les  observations,  en  supposant  ces  corrections  assez 
petites  pour  qu'on  en  puisse  négliger  les  carrés  et  les  produits, 
c'est-à-dire,  plus  exactement,  en  supposant  que  les  équations  qui  les 
déterminent  peuvent  être  réduites  à  la  forme  linéaire;  si  cette  hypo- 
thèse n'est  pas  suffisamment  justifiée,  il  sera  nécessaire  de  recom- 
mencer. 
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Si  p  désigne  la  valeur  exacte,  inconnue  d'ailleurs,  de  la  distance 
géocentrique  à  l'époque  /,  et  si  A,  a,  v  sont  les  cosinus  directeurs  de 
la  direction  observée,  les  éléments  provisoires  fourniront  pour  ces 
quantités  des  valeurs  approchées  p',  X',  {jl',  v',  déterminées  par  les 
équations 

À'p'=  .r  +  X.         H.'p'=  r  -+-  Y^         '^'?'=  ^  -^  ^, 

en  appelant  x^  y,  z  les  coordonnées  héliocentriques  qui  corres- 
pondent à  ces  mêmes  éléments  pour  l'époque  t.  Si  ces  éléments 
varient,  et  reçoivent  leurs  valeurs  véritables,  .r,  j',  z  prennent  des 
accroissements  c/x,  dy^  dz,  et  l'on  doit  avoir  alors 

Àp  =  X  -^  dx  -^X^  ixp  =  y  -h  dy  -\-Y^         vp  =  z  ^  dz  -h  Z. 

Par  suite,  si  l'on  fait 

p  =  p'-h  dp,         A  =  À'-h  dX,         ix  =  ix' -\-  dix,         V  =  v'-f-  <:/v, 

on  a  les  équations  de  condition  rigoureuses 

/    dx  =  X  dp  -+-  p'  dX, 
(i)  <    dy  =  udp  -i'  p'  dix, 

f    dz  =  V  dp  +  p'  c/v. 

Pour  les  dates  /,  et  ^o,on  a  deux  groupes  d'équations  semblables. 

Les  corrections  dx,  dy,  dz  sont,  d'après  l'hypothèse  faite,  des 
fonctions  linéaires  et  homogènes  des  corrections  qu'il  faut  donner 
aux  six  éléments  de  l'orbite  provisoire;  et,  par  suite,  on  a  ainsi  neuf 
équations  linéaires  propres  à  déterminer  ces  six  corrections,  en 
même  temps  que  les  inconnues  auxiliaires  ^/p.  d^\,  d<^i. 

On  peut  choisir  pour  les  éléments  fondamentaux,  dont  on  cherche 
ainsi  directement  les  corrections,  les  éléments  proprement  dits  de 
l'orbite  provisoire,  et  calculer  alors  dx,  dy,  dz  comme  nous  l'avons 
indiqué  à  la  fin  du  Chapitre  V.  Mais,  bien  souvent,  ces  éléments 
peuvent  varier  dans  d'assez  larges  limites,  sans  cesser  de  représenter 
convenablement  les  observations,  surtout  si  celles-ci  ne  sont  pas  trop 
éloignées;  et  alors  l'hypothèse  faite  sur  l'ordre  de  grandeur  de 
leurs  corrections  n'est  plus  suffisamment  légitime.  11  n'en  est  pas 
de  même,  comme  l'a  montré  Th.  von  Oppolzer,  si  l'on  prend  comme 
éléments  fondamentaux  précisément  les  coordonnées  x^  y ,  z  et  leurs 
dérivées  x  ,  y  ,  z\  pour  l'époque  t,  ainsi  que  nous  l'aNons  fait  pré- 
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cédemment.  Et  en  effet,  d'abord  les  équations  de  conditions  relatives 
à  l'époque  t  sont  entièrement  rigoureuses;  puis,  si  cet  avantage  n'est 
pas  entièrement  conservé  pour  celles  relatives  aux  époques  t^  et  ^o?  i' 
l'est  du  moins  d'une  façon  approchée,  comme  le  montre  la  forme 
des  coordonnées  X\ ,  j'<,  z-t ,  JC2,  y-i^  ^2?  telle  que 

d'après  le  fait  évident  que  les  coefficients /*,  et  »,  ont  en  général  dee> 
variations  qui  sont  petites  relativement  à  leurs  propres  valeurs. 

En  adoptant  ce  choix,  les  quantités  p'^ ,  X'^,  [jl'^,  v'j  sont  déterminées^ 
par  les  équations 

X'ip'i  =  ^,  +  Xi,         [^'1  p'i  =  JKi  +  Yi,         v'ip'i  =  2i-f-Zi, 
en  prenant  si  l'on  veut 

OTi^fiOC-^-g^x',  y\=f\y-^g\y,  Zx  =  fiZ-^  gyZ\ 

ou  en  calculant  directement  ces  coordonnées;  et  les  équations  de 
condition  correspondantes  prennent  la  forme 

/  fi  dx  +  gx  dx' -+-  X  dfx  +  x'  dgx  =  Àj  dr^\  -\-  p'j  <iXi, 

(2)  j  /i  dy  +  ^'i  dy'  -+-  y  dfx  -+-  y'  dgx  =  \xx  dpx  +  [A  ^l^h 

[  fx  dz  -}-  gx  dz  +  z  dfx  -f-  z'  dgx  —  Vi  t/pi  -f-  o'x  d^ix-, 

en  appelant  dfx,  dgx  les  différentielles  totales  de/,,  g^  par  rapport 
kx,y,  z,  x\y,  z. 

Les  équations  relatives  à  l'époque  t^  sont  les  mêmes,  en  mettant 
l'indice  2  à  la  place  de  l'indice  i . 

On  voit  ainsi  que  tout  revient  à  la  détermination,  à  l'aide  des  élé- 
ments provisoires  donnés  :  i*^  de  x,  y,  z,  x' ,  y',  z' ;  2^  de/,,  gx,. 
/2?  ft2  Pt  de  leurs  dérivées  partielles  par  rapport  kx,  y,  z,  x' ,  y',  z' . 

Les  équations  (i)  et  (2)  seront  ensuite  résolues  sans  peine;  on 
pourra  avantageusement  garder  l'inconnue  auxiliaire  dp,  et  éliminer 
d'abord  dx,  dy,  dz  par  les  équations  (i);  on  procédera  ensuite  à 
l'élimination  successive  des  autres  inconnues  suivant  la  façon  qui 
semblerçi  la  plus  avantageuse,  suivant  les  cas.  11  est  à  peine  utile 
d'ajouter  que  les  coefficients  des  équations  (2)  n'ont  pas  besoin 
d'être  calculés  avec  une-^xactitude  superflue. 

44.    Si  l'orbite  provisoire  est  déterminée  par  ses  éléments  propre- 
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ment  dits,  on  calculera  d'abord  les  coordonnées  a?,  y,  z,  x^,  y^,  Zi, 
^2,  y 2, -^2  suivant  les  règles  ordinaires,  en  déterminant  les  constantes 
de  Gauss,  les  rayons  vecteurs  r,  r^,  z^,  et  les  anomalies  vraies  v,  ^^^, 
i^2  ;  et  l'on  retiendra  les  valeurs  des  anomalies  excentriques  u,  w,,  U2, 
si  on  les  a  calculées  avec  une  précision  suffisante. 

Pour  obtenir  x' ,  y',  z',  on  se  servira  ensuite  des  formules  telles 

que 

;r  = /•  sinasin(p -h  Aj, 

qui  donnent  par  difFérentiation 

x'  =  r  sina  sin(^'  4-  A)  H-  rv'  sina  cos(t'  -\-  A), 

d'où,   en  remplaçant  r   par  sa  valeur  connue  — — -  (n*"  27),  et  rv' 

sfp 

sfp           î-h  e  cosp 
par  -^  ou  — y 

^  VP 

,       sina  ...  ,  .  - 

{V  =  — rr-  I  cos^^»  -h  A)  +  e  cosA  J, 

ainsi  qu'il  résulte  d'ailleurs  de  la  formule  (  1 2  )  du  Chapitre  V  en  ne 
tenant  compte  que  de  la  variation  de  dM. 

Dans  le  cas  d'une  orbite  parabolique,  on  a  plus  simplement 

,       2  sina         V         /  v        ,  \ 

jc  =  cos  -  cos  (  — h  A    . 

Ces  calculs  doivent  être  exécutés  avec  une  précision  égale  à  celle 
des  observations,  tandis  que  ceux  qui  suivent  ne  demandent  que 
Fexactitude  nécessaire  à  la  formation  des  coefficients  des  équations 
de  condition  (2). 

On  calculera  r'  par  l'une  ou  l'autre  des  formules 


xx-hyy-hzz         esmv        esmii 


^ 


/â, 


dont  la  dernière  résulte  des  formules  (i)  du  Chapitre  V,  par  exemple; 
on  peut  aussi  vérifier  que  l'on  a 


*^  /•  Cl 


et  obtenir  ainsi  V^,  ce  qui  n'est  pas  toujours  nécessaire,  ainsi  que  la 
suite  le  montrera. 
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Pour  avoir /<  et  g^  (et  il  en  sera  de  même  de  f.,  et  g.,),  il  suffira 
d'apjdiquer  l'une  ou  l'autre  des  diverses  formules  indiquées  au  Cha- 
pitre YI,  j  compris  les  développements  en  série  du  n"  30.  En  parli- 
culier,  on  aura,  de  la  façon  la  plus  simple, 

7V%  sin  (Pi  —  V) 

^'= Tp ' 

puis,  en  se  servant  des  trois  dernières  équations  (3)  du  n"  29,  on 
peut  poser,  ce  qui  nous  sera  utile  plus  loin, 

wi  =  1  /  sin =  SI  a^wv 5 


t  /  sin =  \J a  sin 

V^     P      ■         *> 


et  écrire 


/.  =  !- 


'i  W  ■ 


Si  l'orbite  primitive  est  déterminée  par  les  valeurs  mêmes 
de  x,  r,  z,  x' ^  y\  z\  ce  qui  fait  connaître  immédiatement  /*,  /' 
et  V-,  on  obtiendra  alors  x^^  y^,  s,  par  les  relations  telles  que 

en  calculant  d'abord  /,  et  gi  avec  une  précision  comparable  à  celle 
des  observations.  A  cet  effet,  il  faudra  déterminer  les  éléments  a,  /?,  e 
de  l'orbite,  ainsi  que  (^  et  l'anomalie  moyenne  correspondante  M  (ou 
la  quantité  P  qui  la  remplace  quand  il  s'agit  d'une  orbite  à  forte 
excentricité),  comme  nous  l'avons  vu  au  n°  27;  on  en  déduit  aisé- 
ment, d'après  la  valeur  de  T^,  l'anomalie  vraie  p,  et  le  rayon  vec- 
teur /•4,  d'où  y,  el  gi  comme  ci-dessus. 

Lorsque  la  détermination  des  anomalies  excentriques  est  possible 
avec  exactitude,  on  peut  éviter  le  calcul  des  anomalies  vraies  i^  et  r, 
comme  celui  de  yt?,  et  réduire  la  précision  du  calcul  de  z*,  (si  même 
cette  quantité  est  nécessaire  par  la  suite)  à  celle  qui  convient  pour 
la  formation   des   équations    (2).  Dans   ce    cas,   en  effet,   on   écrira 

d'abord 

r  r 

y/a 

/• 

e  cos  a  =  i î 

a 

et  Ton  déduira  M,  puis  ?<,  de  u.  On  observera  ensuite  que  l'on  a,  en 
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éliminant  t,  entre  l'équation  (c)  et  la  seconde  des  relations  (^•)  du 

gi  =z  «2  [  sin(i/i  —  II)  —  e  siii  Ui  -+-  e  sin  u], 

ou,  en  remplaçant  sinï^,  par  le  développement  de  sin  [(m,  —  u)  -\-  u] 
et  tenant  compte  des  relations  ci-dessus, 

.i>i  =  /•  \/a  sin(ai  —  u)  -+-  ar/-'  [\  —  cos{iii  —  w  )], 

c'est-à-dire  finalement 

/         u^  —  u  ,      \ 

g^  =  ').  ooi  /•     cos  — h  /•  Wi     1 


et  l'on  a  ainsi  pour  calculer  g^  une   nouvelle  formule  simple  qui 

n'exige  que  la  connaissance  de  w,  outre  <7,  /',  /'  et  u. 

Ajoutons  enfin  que  si  les  valeurs  de  x^  >',  z  ont  été  choisies  telles 

que    l'observation   de   l'époque    t   soit   exactement   représentée,   on 

aura 

d\  =  dix  =  o?v  =  o, 

ce  qui  simplifie  les  équations  (i)  et  leur  usage. 

io.  11  ne  nous  reste  plus  qu'à  expliquer  le  calcul  des  dérivées  par- 
tielles de  fi  et  gi  par  rapport  à  x,  >',  ^,  x\  y' ^  z' . 

Comme  nous  le  savons  d'après  les  développements  du  n"  30,  les 
quantités  /,  et  ^,  ne  dépendent  de  x^  y,  z,  x' ,  y' ^  z'  que  par  l'inter- 
médiaire de  /',  de  rr'  et  de  V'-.  Si  donc  on  fait 

^•^-7^7'.     ^'-lîTy-y     ^'-'diy^y 
•  ^'=7--^'     ^'^^H^)',      --^d(wy  . 

on  aura  immédiatement,  d'après  les  expressions  de  ;*-,  r/'  et  V-  à 
l'aide  de  x^  y,  z^  x'^  y,  z' ^ 

dx  '  Ox 

^  =  F„3  +  F,y,  ^=F,s  +  F22', 

ôz  ()z 
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et  de  même 

=  Ljo  a?  H-  (ji  ^  ,                -r— , 

-  =  Gi  a?  -h  G^.'c', 

^^^'^       r    .^r    r'  ^^  '  _  r    --  -u  r    ^' 

-r —  =  ijf(i  z  -{-  yji  -Z  ,  -— r  =  ^i  ^  -r-  '■Ja  -^  • 

La  détermination  de  Fq,  F|,  Fa,   Go,   Gj,   G2  peut  se  faire  dans 

_3 

certains  cas,  quand  la  quantité  t,  /'  ^  n'est  pas  trop  grande,  en  par- 
tant des  développements  en  série  (6)  du  n°  30.  Si  l'on  peut,  au 
degré  d'approximation  requis,  laisser  de  côté  les  termes  en  t^,  sans 
quoi  le  procédé  cesserait  d'être  commode,  on  trouve  immédiatement  : 


02          e:    ,.'^3 
•2.  /'*>         1     r^ 

f    I           5  7/-'2_ 
\^'2r»    '    8           /•" 

-)• 

—  3              ^    J-' — '* 

4/^ 

G2  =  o. 

Dans  tous  les  cas,  on  calculera  exactement  les  coefficients 
Fq,  Go,  ...  de  la  façon  suivante,  qui  conduit  finalement  à  des 
résultats  presque  aussi  simples.   Posons,  pour  abréger  les  notations, 

Ui — w  =  2cpi.         e  sinii  =  h^         ecosu  =  k, 

et  remplaçons,  partout  où  il  figurera,  l'angle  Ut  par  u  -\-  2cpj. 
D'après  la  seconde  équation  (g)  du  n'^  28,  on  a 

1 
if>)  ^1  =  T,  — a^  (2cpi— sin2cpi), 

et,  d'après  la  valeur  de /j  donnée  ci-dessus, 
(a)  /i=i sin2cpi. 

_3 

La  différence  des  anomalies  moyennes  M ,  et  M  étant  égale  à  ti  «  ^' 
on  a  aussi,  pour  déterminer  o,, 

Ti  a    -  =  Ui  —  u  —  e  sin  Ui-\-  e  sin  11, 


ORBITE   KEPLÉRIENNE    PAR    TROIS    OBSERVATIONS   QUELCONQUES.  187 

c'est-à-dire 

_^ 
(y)  -  "^i^    -  =  9.0i-f  /i(i  —  cos2cpi)  —  Àsiii9.cp,, 

et  nous  joindrons  à  cette  formule  celle  qui  détermine  /■,  ;  partant  de 

/•,  =  rt  (i  —  e  cos«i), 
il  vient 

(y)  '"i  —  «(i  +  h  siiiAcpi  —  A'  cos>.çi). 

Enfin,  d'après  des  relations  écrites  au  numéro  précédent,  on  a 

/a  a  a        r 

DifFérenlions  les  six  relations  (a),  (^),  (y)  et  (5),  en  tenant  compte 
de  (y');  il  vient 

a/i  =  — -  sni-'cp,  dr sni- oi  da sui  co,  coscûi  «oi, 

d^i= — -a^(2(pi — siii'2cp,)  c?a  —  ^a-  sin^(fx  d(fi, 

3        -^ 
/"i  ^/çi  =  —  7  Tia    -  â?a  —  a  sin^pj  dh-+-  a  sinçi  coscpi  dk^ 

-1                      I     _ii 
dh  =  a    -  d  (/'/•') a    '^{?r')da, 

dk  z=.  —-da dr\ 

a^  a       ' 

a- 
da  =  i  —  dr-^  «2  f/( V2  )_ 

En  éliminant  c^âç,  dh^  dA\,  (icp<  entre  ces  relations,  on  a  immédiate- 
ment les  différentielles  d/\  et  dgi  exprimées  à  l'aide  de  dr^  d{rr') 
et  t/(  V-'),  et  par  suite  Fq,  Go, 

On  trouve  ainsi  d'abord,  en  introduisant  la  quantité  io^  définie  plus 

haut, 

4w?cos9i  4wj 

r  1  =  ,  Lr,  =  , 

/■r,  ri 

et  si  l'on  a  déterminé  to,  sans  passer  par  les  anomalies  excentriques, 
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on  aura,  pour  calculer  coscpi,  la  formule 


/  ^7 

On  a  ensuite  directement 

3 

r/'i  F2  =  ÔTi  rt-  sin  cpi  coscpi  —  l*"''  '"i  sin-cpi 

—  8<7-/"  sin^çi  cos-cpi —  /\a-  /■/•'  siii-^cpi  coso», 

'1 
r,  G2=  G-Zia^  sin^ç, —  3^-  r,  (291  —  sln  .>cpi  ) 

—  8  *'/-/•  sin' çj  coscpi — f\a'^  //'  s\n''Oi  ] 

pour  obtenir  des  formules  plus  simples,  et  surtout  plus  propres  au 
calcul  numérique  quand  o,  n'a  qu'une  valeur  médiocrement  grande, 
remplaçons  dans  les  seconds  membres  T|  et  /',  par  leurs  valeurs  four- 
nies par  les  relations  (y)  et  (y')  ;  il  vient 

/■/*i  F2=  \a^-  /'  sin'*Oi  —  ^^ a^  (3  s'in^  o  i  —  sin'^Oi  —  3cpi  sincçi  coscpi), 

/•,  0-2=  2  «-  >-(3  sincpi  cosoi  —  4  sin-'cp,  coscpi  —  3oi  cos-iœ,  ) 
-i-  4<^'^''/''(3  siii^cpi  —  sin'^o,  —  3'^i  sino,  cosoi). 

Remarquons  alors  l'identité 

3  sincpi  coscpi —  4  sin-^Oj  coscpi  —  3oi  cosi'^i 

cos2cpi         ,  .    ,         \,         .  sin^cpi 

=  -; ■ (3  siii^csi —  siii+Oi  —  3cpi  sincDi  cos'^i  )  -+-  1 —^ 

smoi  cosoi  '  .  1  .    /  cosoi 

et  posons 


sincp,  (3  —  sin^cpi)  —  Scpicoscpi^ 

■1  siu^Oi  * 


on  a  finalement 


F,=  G,-8 


77;  f" 


G.5  =  4 seccPi(i  H-  Pi  cos2cp,  )  -\ t*,  ; 


et  d'ailleurs,  en  fonction  de  to,, 


2  a>  ? 

C0S2C2t  =  1 


On  voit  ainsi  que  tout  revient  au  calcul  de  P,  ;  ce  calcul  se  fera 
directement  si  l'^ingle  o^  est  suffisamment  grand.  Sinon,  on  observera 
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que  l'on  ajustement 

Pi=  Si  séccp,, 

en  appelant  s^  la  valeur  que  prend  la  fonction  5  de  l'anole  u  définie 
au  n"  23,  lorsque  l'on  suppose  ?/  =  2'^,.  Par  suite,  on  peut  encore 
écrire 

8 

Pi  =  /«i  séc"  cpi, 

m,  étant  la  valeur  de  la  fonction  m  que  l'on  trouve  dans  la  Table  VI 

pour  l'argument  z>i   :  cette  valeur  diffère  peu  de  j  tant  que  l'angle  o, 

est  inférieur  en  valeur  absolue  à  4o^. 

Bien  entendu,  dans  le  cas  d'une  orbite  hyperbolique,  coso,  devicnl 
supérieur  à  l'unité,  puisque  a  est  négatif.  Il  faut  alors,  pour  cal- 
culer P,,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  vu  dans  des  cas  semblables, 
remplacer  l'angle  o,  par  l'angle  (d\  tel  que 

séccpj  =  coscpi  ou  LOi=  \/ — rttangcp'ji 

on  aura  alors,  en  efFet, 

Pj  =  m\  cos''  cp'^, 

/?z'j  étant  la  valeur  de  la'  fonction  m'  qui  correspond  à  l'argument  z)\ , 
toujours  dans  la  Table  VI. 

En  réunissant  l'ensemble  des  formules  nécessaires  pour  résoudre 
le  problème  proposé  dans  ce  Chapitre,  nous  avons  finalement  : 

,   /rri    .     Vx  —  v  ,-    . 

wi  =  4  /  sui =  \J a  sin  ©i,  Wi  —  u  =  acci , 

\      P  2  ' 


Oi  =  4  /  I -,  C0S2  91  =  I 

\  a  a 


/i  =  i >  ^1  =  ;= =  2w,;-(cosçi-h  r  o),), 

'■  sjp 

ox  ôx 

—-—  =  (jqx  -\-  Gix  ,  -^  =  (Jux  -{-  (j9A*  ,  .  .  . , 

ox  ()X  ' 
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_^  4a)=j^cosçi  „  4wt 

/•/•,  ri 

F2  =  Gi — -,  G2= -ii-\-  Pi  cos2?i  +  2r'wiPiCos9i), 

r/'i  ri 

Fo=  —  H -i      i-f-2— cos^ç,    ,  Go=-r+Fi, 

fi  ,.3     y  /'i  /  '•* 

sinc3i(3  —  sin^oi)  —  3oiCOS©i  ,  I- 

Pi  =  i-i-^ r-'-^ — =  nix  sec  cpi. 

2  sin^çi  ' 

46.   Choisissons  d'abord,  pour  montrer  l'application  de  la  méthode 

que  nous  venons  de  développer,  l'exemple  bien  connu  de  la  planète 

Gérés  traité  par  Gauss  (  Theoria  Motus^  art.  lo9).  En  temps  de  Paris, 

les  dates  sont 

t  =  1805  Septembre  139,42711, 

t\  =     »  »  5, 5 1 366, 

^2  =     »  »  265,3g8i3; 

les  observations    sont  corrigées  de  l'aberration  et  de  la   parallaxe, 
rapportées  à  Técliptique  et  à  l'équinoxe  moyens  de  1806,0;  on  a 

O        r         II  ^  O        r        II 

a    =    99.49.    5,87,  0    =        7.16.36,80, 

ai  =    95.32.18,56,  §1 =  —  0.59.34,06, 

a2=ii8.    5.28,85,  02=       7.38.49,39; 

pour  le  Soleil,  les  latitudes  sont  nulles,  tandis  que  les  longitudes  et 
les  rayons  vecteurs  sont 

0  =297.12.43,25,  K  =[1,9929861], 

01  =  162 .-54 .56,00,  Ri  =  [o,oo3i5i  4], 
©2=    61. 58. 50,71,          R2  =  [0,0056974  j. 

Par  suite, 

Ti  ==  [0,3624066 — ],  "2  =  [o,3358520      ],  T    =  [o,65o36      |, 

X  =  [T, 6531725      ],  Xi  =  [ï,98355i5— ],  X2  =  [7,6775810], 

Y  =  [T, 9420444 -],  Yi  =  [T,47ii748      ],  Y2  =  [T  ,9515547], 
Z  =  o,                                  Zi  ^  o,  Z2  =  o; 

X  =  [T, 2282738— ],  Xi  =  [2,9845269—3,  X2  =  [1,6690294—], 

[^  =  ['»'5  990f>8oo      ],  {^1  =  [1,9979026      ],  fA2  =  [T, 9416865      ], 

V  ==[T,  1026549      ],  vi   =[2,2387150 — ],  V2  =  [T,i24o.8i3      ]. 
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Malgré  la  grandeur  des  intervalles  de  temps,  on  arrive  facilement 
à  une  solution  approchée  en  appliquant  la  méthode  du  Chapitre 
précédent,  les  circonstances  étant  favorables,  comme  le  montrent  les 
résultats. 

Mais  il  n'est  pas  utile  de  cheraher  ici  une  précision  supérieure  à 
celle  d'un  calcul  à  quatre  décimales. 

On  a  d'abord 

A  =  [2,6398],  D'=  [T,4837],  P  =  [0,1935], 

S  =  [1,9691],  R2=  [7^9860]. 

En  première  approximation,  en  dehors  de  tout  renseignement,  il 

vient 

Y  =  [i,i7^-9— ],         Ti  =  [o,3o9o],  72  =  [«r^^Oi  — ], 

d'où 

D"=  [T,8839  -],  Q  =  [0,5937  -],  q  =  [o,5225]. 

L'équation  fondamentale 

p^P+Q  +  gp 

donne  alors  (l'usage  de  la  Table  VII  est  d'ailleurs  ici  impossible,  car 
les  hypothèses  correspondantes  sont  bien  loin  d'être  vérifiées) 

p  =  [0,2177], 
d'où 

37  =  [T,8629— ],         j  =  [0,3960],  z  =  [T,32o4]; 

puis 

pi  =[0,4590],  p2=  [0,4711], 

^'=[î,7773-],         y=[T,3369-],  ^'=[1,0178]. 

Ce  premier  résultat  est  manifestement  insuffisant,  et  il  faut  recom- 
mencer de  la  même  façon  en  le  prenant  maintenant  pour  point  de 
départ.' 

En  se  servant  uniquement  des  valeurs  ci-dessus  de  ^,  >',  z,  x\  y',  z\ 
on  trouve  successivement 

V2=[.T, 61975],  /-'=  [^,49918—],         «=[0,45343], 

p  =  [0,449^^0]»  e  =  [2,9874], 

(,  =  __  33^03,  M,  =  -54'!88,  M2  =  —  i'',37, 

?^  =  — 3o,io,  wi  =  — 59,68,  Ma  =  — 1,52, 

M  =  —  27,31,  (^i  =  — 64,62,  (^2  =  — 1,68, 

/'i  =  [0,43 16],  r2=  [0,4090]; 
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d'où  les  nouvelles  valeurs 

7   =[i,i45o— ],         Yi  =  [0,2808      ],         Y2=  [o,2364  — ], 
oi  ==  [0,3992 —  ],  ©2=  [0,3700— ]; 

D"=[T,8668-],  Q  =  [o, 5766-1,  ^=[o,4946      ], 

p    =[0,2145      ],  p,  =  [0,4624      J,  p2  =  [o,47'2f>      |> 

^'  =  [■^",7746—],         jk'=  [T,33i9— ],  ^'  =  [1,0167      ]. 

Adoptant  alors,  avec  la  précision  d'un  calcul  à  sept  décimales,  la 

valeur 

p  =  [0,2145000], 

on  en  déduit 

rp  =  [7,8616217 — J,         j^  =  [o,3938855J,         ^  =  [ï,3i7i549], 

et  en  j  joignant 

:r'=  [T,  7746000 — '],         j^'=  [1,3319000 —  ],  ;s'=  [1,0167000], 

nous  avons  les  éléments  de  l'orbite  provisoire  qu'il  faut  maintenant 
corriger,  comme  nous  l'avons  expliqué  dans  les  paragraphes  précé- 
dents. 

On  en  déduit  d'abord  (et  ces  calculs  peuvent  être  vérifiés  de  bien 
des  façons,  sur  lesquelles  il  est  inutile  d'insister) 

r  =  [o,4i32385],  r'=  [2,4762907 —],  V2  =  [T,6i39iGi], 

d'où 

a  =  [o,'44'*'2o48],  e  =  [2,9008742], 

M  =  —  35.50.26,76,  M  =  —  33. 10. 13,92, 

Ml  =  —  61.49.37,05,  Ml  =  —  65.59.34,08,  r,  =  [0,4279], 

M2  =  —    6.12.49,65,  Uo  —  —    6.44-59,23,  /•2  =  [0,4064], 

©1  =  — 15.4.33,66,         ©2=   14.32.43,765, 

(Oj  =  [7,6362433  — ],  'A)2  =  [7,6210332], 

/i:^    [7, 9321507  ],  /2=   [1,9370903], 


On  a  alors 


^1  =  [0,3410902  — ],  gi  =  [o,3i55o35]. 

d\  =  dix  =  «?v  =  o, 
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d'après  la  façon  dont  on  a  déterminé  ^,  y,  z,  et  l'on  trouve 

p',  =  [o,4623o43J,      rfÀ,  =  [5,8807-],      ^[jii  =  [6,807    — J,     r/v,  =  [5,6953], 
p'j  =  [o,472ii39J.     ^/À2=  f4,o'>42— J,     ^/|JL2  =  [5,85o4— ],     ^/vs  =  [5,7738]. 

Continuant  les  calculs  avec  quatre  décimales  au  plus,  ce  qui  les 
rend  extrêmement  rapides,  il  vient  pour  la  date  t^ 

Fo=  [2,8019      ],  Go  =  [2,6927— ], 

F,  =  [2,6545  — ],  G,  =  [2,7«9'^      J, 

F2=  [2,7059      J,  G2=  [2,8576  — J, 


et  pour  la  date  t^ 


Fo  ==  [2,7859],  Go  =[2,6699], 

Fi  ==  [2,63i5],  G,  =  [2,6798], 

F2  =  [2,6675],  02  =  12,7987], 


de  sorte  que 

^  =  [^^837-1 

'       ôx 

=  [3,6684 

l 

X^=[^,8444     ], 

dx 

=  ['^w957- 

-], 

f  =  [^-B     : 

'      ày 

=  [T,i249- 

-], 

^^=[.,1526     ], 

agi 

=  [7,0235 

'é = t^'9'^^^ 

^'       dz 

=  [3,6800 

-1, 

^^^  =  [^,^-37  ], 

dz 

=  [2,1667 

i  =  [M.^. 

1,     '^' 
''      dx' 

=  [3,6800 

], 

g^  =  [2,7694-], 

agi 
ôx' 

=  [2,8587 

^^  =  [T,o888- 

,       àgx 

=  [T,i62o 

], 

^^=[2,98.4  ], 

agi 

ày' 

=  [T,02II 

^  =  [3,6.17- 

^'      dz' 

=  [3,5299 

], 

•^=[^,1373     ], 

dg, 

dz' 

=  ]2,2l67 

!• 

Ona 

dx  = 
dy  = 

dz  = 

2283  — ^dp, 

9901       ]  dp, 
1027       ]  dp, 

et  en  tenant  compte  de  ces  relations,  on  trouve  les  six  équations  de 
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[o,342o  — 

dx'  -\-  [' 

=  ["•",2739      ] 

d^  +  [^ 

[3,780       ] 

dx' -\-  [( 

=  [0,1067—; 

d^  -\-  [" 

[3, 014 

dx'-^\ 

=  [■^■,1119—; 

1  ^P  +  [^ 

[o,3332 

]rf^'-h[ 

=:[T,5i37      - 

1  ^?  +  [■ 

[T,ii44- 

\dx'^\ 

=  [0,0789  — 

]  ^?  +  [ 

[2,2947—; 

\dx'^\ 

=  [T,i857- 

l^?H-[ 

3,445 

\dy^\i 

2,9845  — 

]^Pi  +  [i 

0,4029  — 

]jy+[^ 

"«',9979 

]  <^pi  +  [" 

2,0161  — 

\dy'+V 

2,2887  — 

]c?pi-f-[ 

T, 1216 — 

l^/+[ 

1,6690  — 

]  ^P2  H-  [ 

o,3585 

]«'/+[ 

^,9417 

]^p2+[' 

2,4892 

]^/+[ 

T,i24i 

1  <^P2  +  [ 
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condition  aux  six  inconnues  dx\  dy  ,  dz\  dp,  c/pi,  dp2  ' 

4,981        ]dz' 
4,343o-J, 

2, 0357  — ]  dz' 
5,-269    — ], 

0,3412  — ]  dz' 
4,1576      ]; 

2,2961  — ]  dz' 
4,5363—], 

2,4835      ]dz' 
4,3225  — ], 

o,3i65      ]dz' 
4,2459      ]. 

Pour  résoudre  ces  équations,  nous  tirerons  dx' ,  dy\  dz  successi- 
vement des  trois  premières  et  des  trois  dernières,  en  gardant 
c/p,  et  ^p2  comme  inconnues  auxiliaires  en  même  temps  que  dp  : 
on  arrive  très  simplement  au  résultat  en  calculant  les  mineurs  du 
déterminant  des  inconnues,  et  appliquant  la  méthode  classique,  ce 
qui  donne 

dx'  =  [2,9285  — J  dp  -f-  [2,6376      j  dç>i  -h  [4,0009 
=  [1,0759      J  c?p  H- [T, 2863 —]  6/p2+ [4,2178 - 

<^y=[^,7o36      ]  ^p  H- [T,595o— ]rfp, +  [6,894 
=  [ï,7i4o  — ]  dp  -\-  [1,5696      ]  dp^->r  [4,011 1  — 

dz'  =  [Q,,y525      ]<^p  + [3,9904      ]  û?pi -f- [5,8164 - 
=  [2,8189  — ]  dp  -h  [2,7546      ]  dp2  -+-  [5,9292 

Il  en  résulte  les  trois  équations 

[T,3o95]  dp  H-  [2,6876  — ]  dpi  +  [7,2863  —  ]  dp,  =  [4,4288  ], 
[0,0099]  dp  +  [7,5950  — ]  f/pi  +  [7,5696  — ]  dp,  =  [4,o43i  — ], 
[7,o858]  dp  -4-  [3  ,9904      ]  dpi  4-  [2,7546  -]  dp,  =  [4, 1775      1, 

d'où  l'on  tire 

c?p  =  [4,4o63J,         c?pi  =  [3,4010],         rfp2  =  [3,2224 —], 
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et,  par  suite, 

«a?ic  =  [5,6346— ],  ^7  =  [4,3964      ],  rf^=  [5,5090      J, 

^^'=[4/2738      ],  ^fK'=  [4,93i5— J,         û?z'=  [5,4^31 —]. 

L'orbite  corrigée  est  donc  définie  maintenant  par  les  éléments 

a;  =  [1,8616475 —],         7  =  [0,3939292      ],  s  =  [T, 3172225], 

^'==[7,7744629-],         /  ^  [T, 3336239  ^],         V=^[T, 0165893]; 

par  suite, 

r  =  [o,4i328io],  rr'=î  [2,902126a —],  V- =  [T, 6140623], 

^t  en  se  servant  des  valeurs 

rdrr=  [4,8i63],  d{rr')  ^  [3,3583  — |,  irf(V«)=a  [5, 8405), 

ainsi  que  des  coefficients  Fq,  F^,  . . .,  on  trouve 

^/i=  [4,«7o3],     d^i=  [4,1954—],     df2=  [^,7360—],     û?^2=  [5,8703—], 

•de  sorte  que 

/•i=  [î,9322258],  ^1=  [0,3411212— ],  /a  =[  7,9370630],  ^2=  [0,3154879]. 

De  plus, 

Pl=  [0,4626813],      p2=  [0,4718694], 

■et  il  est  alors  facile  de  s'assurer  que  les  équations  telles  que 

sont  toutes  exactement  vérifiées,  ce  qui  prouve  l'entière  correction 
du  calcul  si,  du  moins,  les  coefficients  Fq,  F|,  ...  sont  exacts. 

Il  reste  donc  à  constater  que  les  valeurs  de/^,  g\,  f^-,  gi  que  nous 
venons  de  donner  sont  bien  celles  qui  résultent  des  éléments  x^  y,  z, 
x\  y\  z  de  la  nouvelle  orbite  et  des  valeurs  ti  et  T2.  C'est  ce  que  l'on 
voit  en  calculant  comme  précédemment 

a  —  [0,44*^4624],  €,  ==  [2,9072063], 

a  =  —  36.25'.44'ii7,  M  =  —  33.4o!5i^'35, 

Mi  = —  62.18.42,73,  Ml  î±:  — 66.33.27,14, 

M2  =  —    6.44.53,37,  W2  =i  —    7.20.21,54, 

tpi  =  — i5.   3.5i,485,  ^2=       i4.32.4i,3i5, 
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u)i  =  [T,  6360424 — J,  &)2  =  [1,6211421      ], 

/i  =  [1,9322258      ],  ^1  =  [0,3411212— j, 

/j=  [T, 9370630      ],  ^2=  [o,3i5488o      J. 

Il  est,  par  suite,  impossible  de  trouver  un  résultat  plus  satisfaisant, 
et  l'orbite  déterminée  par  x^  y,  z,  x\  y' ,  z'  représente  parfaitement 
les  observations. 

Les  calculs  précédents  montrent  avec  évidence  l'avantage  que 
l'on  trouve  à  choisir  ^,  }',  z,  x\  y' ,  z  comme  éléments  de  l'orbite  à 
la  place  des  éléments  proprement  dits,  puisque  quelques-uns  de 
ceux-ci,  mal  déterminés  d'ailleurs,  subissent  de  très  fortes  variations 
quand  on  passe  d'une  approximation  à  la  sviivante. 

47.  Appliquons  encore  la  même  méthode  à  un  exemple  très  diffé- 
rent, dont  nous  emprunterons  les  données,  très  légèrement  modifiées 
pour  la  date  moyenne,  au  Traité  de  Th.  v.  Oppolzer.  Il  s'agit  de  la 
comète  I  de  1847;  ^^^  dates  des  observations  sont  en  temps  moyen 

de  Berlin  : 

t  =1847  février  44,0, 

^1  =     »  »        18,0, 

^2  =    »  »       83,  o; 

les  coordonnées  sont  rapportées  à  l'écliptique  et  à  l'équinoxe  moyens 
de  1847,0,  et  l'on  a  : 

a  =17.27.11,50,  ô   =  3o.58.26,32, 

ai  =  26.21. 16,43,  81  =  62.44*   5,18, 

y.2  =  44- ï8.54, 19,  02=ï6.35.   5,4i; 

pour  le  Soleil,  les  latitudes  sont  nulles,  tandis  que  les  longitudes  et 
les  rayons  vecteurs  sont  : 


o 


o  =355.15.45,52,         R  =[1,9980025], 
Oi=  329.13. 3i,o5,  Ri  =  [T,995i324], 

02=    33.37.41,36,  R2  =  [0,0027526]. 

Par  suite, 

X  =  [î,9965i63  ],  Xi  =  [1,9292195  ],  X2=  [T,9232i47j, 
Y  =  [2,9149209— ],  Yi  =  [7,7041169— ],  Y2  =  [î,746io62j, 
Z  =  o,  Zi  =  o,  Z2  =  o; 
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^  =  [^j9'27i53],  Xi  =  [7,6133091],  À2  =  [T,836i6i'2], 

fx  =  1 1,4101991],  [a,  =  [7,3082794),  }A2=  [1,8257766], 

v  =  [7,7115109],  vi  =  [7,94885o7j,  v^  =  [T,4555o68]. 

L'orbite  provisoire  à  corriger  sera  une  parabole   définie  par  les 
éléments  suivants  : 

T  =  1847  février  58,320,  q  —  [2,6290], 

2r  =  2i°42',         i  =  48<>39',         w  =  254''2o'. 

On  en  lire 

O  /  «  r-         r> 

V  =  —  149.20.43,85,  r  =[1,7847016], 

vi  =  —  158.45. 18,00,         Tï  =  [0,0977734], 
Vi=      154.45.59,04,         r2=  [7,9303778], 

a:  =  [7,4625386 — ],  ;r' =  [7,636x392      ], 

j'  =  [7,48x3499      ],         y  =  [0,0477674— ], 
^  =  [7,645x295      ],  ^'=  [o,  i336i6o  — ], 

et  l'on  trouve 

rfÂ  =  [5,5397      ],  r/Xi  =  [4,i338      J,  ^X2  =  [6,541    -j, 

c?{jL=  [5,5901 —],  t/;ai=  [4,0672— ],  <:/jXi=  [5,0911       j, 

dv  =[5,5494-],  dvr  =[5,5566—],  ch^  =[5,3o77-], 

p'    =[7,9336      ],  p',=  [0,0223      ],  p;     =[0,2487      J. 

On  a  aussi 

/•'=  [0,2424— ],  r,ii  =  [7,3901— ],  COj=   [0,0733], 

/i=  [7,904-2      ],         /2=  [o,5566— ], 
^i  =  [7,63o9-],         ^2=  [0,1881 -J; 

puis,  pour  la  date  t^  : 

Fo  =  [0,0421      ],  Fi  =  [2,8900— ],  F2  =  [2,0474      ], 

Go=  [2,9453—],         Gi  =  [2,0649      j,         G2=  [3,3770—]; 

et  pour  la  date  t^  - 

Fo  =  [  1 ,  5i  II  ],  Fi  =  [  1 ,0870],  F2  =  [7,8456], 

Go  =[1,3559],         Gi  =  [o,945o],         G2=  [0,3742]. 


19^  ï  CHAPITRE   VIII. 

Les  équations  de  condition  deviennent  alors  : 


dx 

=  [î",9i 

27]  o?p  ■+.  [ 

5,4733 

], 

dy 

=  [T,4« 

02]  <ip  -f-  1 

5,5237 

-], 

dz 

=  [7,71 

l5]  6/p  4-  1 

5,483o 

-J, 

[T,64o8  — 

\dx'-\-\ 

:2,ii74 

i^y+i 

; 2, 2544    ] 

[7,7883- 

Kp  +1 

7, 6x33      ; 

Kpi-+- 

;Î,0227         ] 

[2,:i2o3 

\dx'^\ 

7,6486—" 

i^y+i 

2,386o— ] 

[T,4i29-; 

\d9  + 

[7,3o83 

l^PlH- 

[5,8969-] 

[2,2567 

\dx'-^\ 

2,3854—; 

dy-^\ 

7,6634—] 

[7,6864-: 

\d9  + 

[■i',9489 

]t/pi+ 

5,0237      ] 

[0, 1020  — " 

\dx'^\ 

7,9218— J 

dy+{ 

^,9992—] 

[0,4898  : 

K?  -+-I 

7,8362 

|^P2H- 

5,9524      ] 

[7,8623 

\dx'-\-\ 

7,8372  — 

\dy'-^ 

;7,7752      ] 

[0,2799—; 

Kp  +f 

7,8258      ; 

0?p2  4-| 

5,5559—] 

[7,8142  : 

\dx'^\ 

0,0981 

^y+i 

7.6932  — J 

[0,0771-^; 

l^P  -+-[ 

7,4555 

U/p2+[ 

5,8743—] 

dz' 


—  \d7. 


—  ]dz' 


dz' 


dz' 


—  1  dz 


en  les  résolvant  comme  dans  l'exemple  précédent,  on  a 

dp   =[4,0934—],  dx  =  [5,S55/^ — ],  6^^'=  [4,oi59  —  j^ 

t/pi  =  [4,486o-],  dy=[5,Si/iS-l  ^/=[4,34oi       J, 

<5?p2=  [4,4170— ],         ^^  =  [5,974i  — ],         <i'^'=  [4,625o      ]. 

L'orbite  cherchée  est  donc  définie  par  les  nouveaux  éléments 

â7  =  [7,4626459 — ],  ^'=  [7,636o35i  ], 
jK  =  [7, 4812563  ],  ^'=[0,0476723—], 
^  =  [7, 6450369      I,         z' =  [o,i3348i3— ], 

d'où  l'on  déduit  : 

T  =  1847  février  58,32x62, 

a  =  [2,6812],         ^  =  [2,6293095],         6  =  [7,9999614], 

3r  ==  2I°4^'5I^56,  i  =  48*"  38' 48",  86,  co  =  254°2o'3o",36. 
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Pour  vérifier  le  calcul,  on  en  tire  directement 


o 


V  =  — 149-20. 3o, 77,  r  =[1,7846542], 

vi  =  —  158.45.28,59,  /',  =  [0,0976540], 

v.2=       154.45.54,04,  r-,  =  [î,95o2557j, 

et  finalement 

X  =  [î;9i27i53],  Al  =  [r,6i33o92j,  X2  =  [î,336i6i4J, 

(i=  [T,4ioi992j,  fx,=  [1,3082792],  fi2=  [1,8257766], 

V  =  [T,7ii5iio],  V,  =  [T,94885o6],  vg  =  [r,4555o53]. 

La  petite  divergence  que  l'on  constate  sur  la  valeur  de  y 2  comparée 
à  la  valeur  donnée  doit  être  attribuée  (si  ce  n'est  pas  le  résultat  d'une 
erreur  de  calcul)  au  fait  que  les  dérivées  partielles  àe  f^  et  ^2  sont 
grandes,  de  sorte  que  l'emploi  des  méthodes  différentielles  cesse 
d'être  rigoureux.  11  est  évident,  d'ailleurs,  que  la  grande  approxima- 
tion des  éléments  provisoires  donnés  aurait  permis,  dans  ce  cas,  la 
détermination  directe  des  corrections  de  ces  éléments  eux-mêmes, 
sans  toutefois  simplifier  les  calculs. 


CHAPITRE  IX. 


DÉIERMINATION  D'UNE  ORBITE  KÉPLÉRIENNE 
PAR    UN  NOMBRE  QUELCONQUE   D'OBSERVATIONS 
MÉTHODE  DES  MOINDRES  CARRÉS. 


48.  Nous  supposons  actuellement  qu'il  s'agisse  de  déterminer  une 
orbite  képlérienne  par  un  nombre  quelconque  d'observations,  ou, 
d'une  façon  plus  exacte,  les  éléments  képlériens  osculateurs,  pour 
une  certaine  époque,  de  la  trajectoire  réelle  d'un  astre  M  dont  on 
possède  des  observations  en  nombre  quelconque. 

Si  ces  observations  étaient  rigoureusement  exactes,  les  équations 
du  problème,  en  nombre  supérieur  à  celui  des  inconnues,  seraient 
toutes  compatibles,  et  la  considération  de  six  d'entre  elles,  convena- 
blement choisies,  suffirait  pour  fournir  la  solution,  comme  nous 
l'avons  vu  au  Chapitre  précédent,  en  tenant  compte  toutefois  de 
l'influence  des  perturbations,  que  nous  apprendrons  bientôt  à  cal- 
culer. Mais  comme  les  observations  sont  nécessairement  aff*ectées 
d'erreurs,  le  problème  consiste,  en  réalité,  à  déterminer  l'orbite  qui 
correspond  le  mieux  aux  observations  faites,  et  les  meilleures  valeurs 
que  l'on  doit  adopter  pour  ses  éléments  :  on  doit  donc  résoudre  de  la 
meilleure  façon  les  équations,  non  compatibles,  en  nombre  supérieur 
à  celui  des  inconnues,  qui  déterminent  ces  éléments.  On  applique,  à 
cet  eff'et,  la  méthode  des  moindres  carrés,  dont  nous  allons,  un  peu 
plus  loin,  rappeler  sommairement  les  principes  et  expliquer  l'usage, 
après  avoir  indiqué  comment  l'on  forme  les  équations  du  problème 
actuel. 

On  suppose  connue  une  orbite  suffisamment  approchée,  susceptible 
de  représenter  les  observations  avec  une  assez  grande  exactitude. 
Avec  les  éléments  de  cette  orbite,  on  calcule  d'abord  une  éphémé- 
ride  précise,  fournissant  les  positions  vraies  de  l'astre  M,  à  des  époques 
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rapprochées  équidistantes,  voisines  des  dates  des  observations;  et  si 
celles-ci  s'étendent  sur  un  espace  de  temps  assez  long  pour  que  les 
perturbations  du  mouvement  de  M  deviennent  sensibles,  en  cessant 
d'être  notablement  inférieures  à  la  limite  des  erreurs  d'observation, 
il  est  nécessaire  de  tenir  compte  de  ces  perturbations. 

Les  positions  théoriques  tirées  de  l'éphéméride  par  interpolation 
sont  ensuite  comparées  aux  positions  réellement  observées,  en  tenant 
compte,  bien  entendu,  de  l'aberration  et  de  la  parallaxe  :  la  compa- 
raison des  ascensions  droites  fournit  des  différences  ^/a,  toujours 
prises  dans  le  sens  observation  moins  calcul;  et  de  même  la  compa- 
raison des  déclinaisons  fournit  des  différences  dZ. 

Lorsque  les  observations  sont  nombreuses,  il  convient  de  rem- 
placer plusieurs  observations  suffisamment  rapprochées  par  une  seule 
autre  fictive,  dite  lieu  normal^  obtenue  de  la  façon  suivante.  On 
choisit  pour  la  date  de  cette  observation  fictive  une  date  exprimée 
par  un  nombre  rond  (commencement  ou  milieu  de  jour),  aussi  voi- 
sine que  possible  de  la  moyenne  des  dates  des  observations  qu'il 
s'agit  de  condenser,  et  l'on  applique  à  la  position  théorique  tirée  de 
l'éphéméride  pour  cette  date  les  moyennes  des  corrections  d^j.  et  d^ 
qui  correspondent  aux  observations  individuelles.  On  obtient  ainsi 
une  position  fictive,  toujours  la  même  évidemment  si  l'on  vient  à 
faire  varier  légèrement  les  éléments  de  l'orbite  qui  sert  de  base  à 
l'éphéméride,  puisque  alors  les  corrections  d'y.  et  dû  ne  sont  altérées 
que  de  quantités  qui  varient  d'une  façon  très  sensiblement  uniforme, 
les  observations  condensées  étant  par  hypothèse  rapprochées;  et  par 
suite  on  est  fondé  à  remplacer  ces  observations  par  le  lieu  normal 
qu'on  en  a  déduit,  d'autant  plus  qu'on  élimine  encore  ainsi  partielle- 
ment les  erreurs  d'observation,  d'après  les  principes  de  la  théorie  des 
erreurs. 

Les  coordonnées  du  lieu  normal  sont  ensuite  rapportées  à  tel  équi- 
noxe  moyen  qne  l'on  choisira,  celui  du  commencement  de  l'année 
courante,  ou  de  l'année  décadaire  la  plus  voisine. 

Dans  certains  cas,  lorsque  les  différences  da.  et  dû  varient  d'une 
façon  peu  régulière  avec  le  temps,  il  convient  de  prendre  des  pré- 
cautions plus  minutieuses  pour  la  formation  des  lieux  normaux  : 
mais  il  est  impossible  d'insister  ici  sur  toutes  les  petites  difficultés 
que  l'on  peut  rencontrer,  et  qu'une  pratique  assidue  apprend  seule 
à  surmonter.  Disons  seulement  que  si  la  déclinaison  8  n'est  pas  petite. 
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et  varie  rapidement,  il  vaudra  mieux,  comme  l'on  sait,  remplacer  la 
considération  des  différences  cLol  par  celles  des  produits  cos8e?a;  et 
remarquons  encore  qu'il  conviendra  souvent  d'attribuer  des  poids 
aux  différentes  observations,  d'après  les  conditions  mêmes  dans 
lesquelles  elles  ont  été  faites,  et  par  suite  d'employer  pour  la  forma- 
tion d'un  lieu  normal  les  moyennes  pondérées  des  dates,  comme 
des  c/a  et  t3?o, 

49.  Désignons  actuellement  par  (e)  l'ensemble  des  éléments  de 
l'orbite  approchée  dont  on  part,  et  par  [de)  les  corrections  qu'il  leur 
faut  apporter  pour  résoudre  le  problème  posé.  Les  équations  de 
condition  que  doivent  vérifier  les  {de)  sont  obtenues  en  écrivant 
que,  pour  chaque  lieu  normal  de  coordonnées  a',  8',  les  coor- 
données a,  3  qui  correspondent  aux  éléments  (e)  deviennent 

quand  on  remplace  les  (e)  par  les  [e-^de).  Gomme  les  correc- 
tions {de)  sont  petites  par  hypothèse  (et  si  l'expérience  montrait 
qu'il  en  est  autrement,  il  faudrait  recommencer  le  calcul  après  une 
première  correction),  tout  revient  donc  à  égaler  aux  différences 
ûfa,  «?o,  les  variations  différentielles  que  subissent  a  et  5  quand  les  (<?) 
prennent  eux-mêmes  les  variations  {de).  Il  conviendra  d'ailleurs  de 
prendre  comme  seconds  membres  des  équations  qui  correspondent 
aux  ascensions  droites,  non  pas  les  différences  d'x  elles-mêmes,  mais 
les  produits  cosS  <^a,  car  l'erreur  d'une  observation  ou  d'une  position 
en  ascension  droite  n'est  comparable  à  l'erreur  correspondante  en 
déclinaison  que  si  on  la  multiplie  par  le  cosinus  de  la  déclinaison. 
Enfin,  d'après  les  éléments  d'appréciation  dont  on  dispose,  on 
attribuera,  s'il  y  a  lieu,  des  poids  différents  aux  difterentes  équations 
obtenues. 

On  choisit  le  plus  souvent  pour  éléments  fondamentaux  (<?),  les 
éléments  proprement  dits  de  l'orbite  osculatrice  à  une  certaine 
époque  :  les  premiers  membres  des  équations  de  condition  résultent 
alors  immédiatement  des  formules  développées  à  la  fin  du  Cha- 
pitre V,  du  type  (i8)  :  ce  sont  des  fonctions  linéaires  et  homo- 
gènes des  corrections  {de).,  et  l'on  devra  exprimer  toutes  les 
inconnues  en  secondes  d'arc,  comme  les  quantités  cos8<ia  et  dû 
elles-mêmes. 
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Il  faut  observer  avec  soin  que  dans  le  calcul  des  coefficients  des 
variations  (t/e),  on  devra,  lorsqu'on  tient  compte  des  perturbations^ 
employer  les  éléments  osculateurs  pour  l'époque  correspondante, 
sans  qu'il  y  ait  lieu,  d'ailleurs,  de  chercher  une  précision  plu» 
grande,  puisque  les  corrections  {de)  sont  assez  petites  pour  que  les 
perturbations  puissent  être  regardées  comme  en  étant  indépendantes. 

Ce  sont  ces  mêmes  éléments  qu'il  faut  employer  dans  le  calcul  de 
l'éphéméride,  à  moins  qu'on  ne  tienne  compte  des  perturbations 
d'une  autre  façon,  ainsi  qu'on  le  verra  plus  loin,  dans  le  Chapitre 
consacré  à  leur  calcul. 

Lorsque  les  observations  sont  toutes  réparties  sur  un  intervalle  de 
temps  assez  court,  ce  qui  arrive,  en  particulier,  quand  il  s'agit  d'une 
petite  plaxiète  observée  pendant  une  seule  opposition,  il  y  a  plus 
d'avantage,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  à  choisir  pour  les 
éléments  [e)  les  coordonnées  héliocentriques  Xq^  y^,  Zq  de  M,  et 
leurs  dérivées  x'q,  y'^,  z'^^  à  la  date  Iq  d'osculation.  Ces  coordonnées 
étant  rapportées  aux  mêmes  axes  que  les  observations,  désignons 
par  X,  >%  z  les  coordonnées  héliocentriques  à  une  époque  quel- 
conque ty  et  par  dx^  dy,  dz  les  variations  de  ces  coordonnées  quand 
les  éléments  (e)   reçoivent   les  corrections   {de)  ;   les  équations  de 

condition  s'écrivent 

sina    ,          cosa    ,  ^    , 
dx  H ay  =  coso  «a, 

?  P 

sinScosa    ,          sinSsina   ,          coso    ,  ,^ 
clx ay  H dz  =  «0, 

P  9  9 

en  désignant  toujours  par  p  la  distance  géocentrique. 
En  faisant 

on  a,  par  exemple, 

dx  —fdxo  -+-  §'  dx'^  -{-  Xa^df  -\-  x'^  dg^ 

et  le  calcul  de  ces  quantités  se  fera  comme  nous  l'avons  vu  au 
Chapitre  précédent,  les  notations  subissant  les  très  légères  modifica- 
tions nécessaires. 

On  obtient  généralement  de  notables  simplifications  dans  la  for- 
mation des  équations  de  condition,  et  leur  résolution  par  la  méthode 
des  moindres  carrés,   en  tenant  compte  de   l'observation   suivante. 
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Imaginons  que  l'on  parte  d'une  observation  complète  donnant  lieu  à 
deux  équations  de  condition  de  même  poids,  dont  les  seconds  mem- 
bres sont  cosoû^a  et  d^.  Faisons  un  changement  de  coordonnées,  de 
façon  à  remplacer  les  quantités  a  et  8  réellement  observées  par  deux 
autres  analogues,  a'  et  8',  définies  de  la  même  façon  par  rapport  aux 
nouveaux  axes.  Si  da'  et  d^'  sont  les  différences  correspondant 
à  doL  et  dh,  on  sait,  et  il  est  d'ailleurs  évident  géométriquement,  que 
Ton  a  des  relations  de  la  forme 

cos8'  dy.'  =       cosS  cos8  doL  -+-  sin  S  f/8, 
c?8'=  —  sinS  cosS  rfa  +  cosS  6?$, 

où  la  signification  de  l'angle  S  est  la  suivante  :  si,  sur  une  sphère,  on 
marque  les  pôles  P  et  P'  des  deux  systèmes  de  coordonnées,  et  le 
point  M  qui  correspond  à  la  direction  observée,  S  est  l'angle  de 
l'arc  MP  avec  l'arc  MP',  compté  dans  le  sens  direct. 

Puisque  la  somme  des  carrés  des  coefficients  de  cosS^^a  et  de  d^ 
est  égale  à  l'unité  dans  chacune  des  formules  précédentes,  il  en 
résulte,  d'après  les  principes  qui  vont  être  rappelés  ci-dessous,  que 
l'on  peut,  sans  rien  changer  à  la  solution,  remplacer  les  équations 
de  condition  qui  ont  pour  seconds  membres  cosS^/a  et  d^,  par  celles 
qui  ont  pour  seconds  membres  cos^'  dv.'  et  d^' ,  affectées  d'ailleurs  du 
même  poids  que  les  premières. 

Revenons  alors  sur  la  formation  des  équations  de  condition  du 
problème  actuel,  et  supposons  d'abord  que  l'on  ait  adopté  pour 
les  (e)  les  éléments  proprement  dits  de  l'orbite.  Prenons  pour  axes 
du  nouveau  système  des  coordonnées  angulaires  a',  5',  des  axes  paral- 
lèles aux  arêtes  du  trièdre  0?,yi,Çi  défini  au  n^ 26,  tel  qucO^i  etOÇ, 
soient  dirigés  respectivement,  O  étant  le  Soleil,  vers  le  périhélie  et 
vers  le  pôle  de  l'orbite.  Dans  ces  conditions,  on  voit  immédiatement, 
d'après  leur  définition  même,  aussi  bien  que  d'après  les  formules 
qui  les  déterminent,  que  les  constantes  désignées  dans  ce  même 
paragraphe  par  a' ,  b' ,  c  ,  A',  B',  G'  deviennent,  pour  notre  nouveau 
système  d'axes, 


a  = ô  , 

2 

2 

2 

B'=  — a', 

1                           "Nr 

C    =  0  , 

2 

a  . 
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Désignons  mainlenant  par  dP,  dQ,  d^  les  quantités  invariantes 
cos  w  di  -h  si n  t  sin  w  f/2r,     sin  w  di  —  sin  i  cos  oj  rfEj",     f/io  -+-  cos  i  f/2r, 

qui  représentent,  comme  nous  l'avons  vu,  les  projections  sur  les  axes 
du  irièdre  OÇ|y|,Ç,  de  la  rotation  instantanée  de  ce  trièdre  (au  signe 
près  pour  la  seconde),  quels  que  soient  les  axes  de  référence  pour  les 
éléments  2r,  i,  ô.  Les  formules  utiles  du  type  (i8)  du  n°  26  qui 
donnent  nos  équations  de  condition  prennent  alors  la  forme  plus 
simple 

—  séccp[cos(p  —  a')  -h  si  no  cos  a']  [dM^-h  (t  —  to)  dn] 

P 

1  a  r\/a 
—  -  —  — -, —  sin  (  p  —  a  )  dn 
3   p      A: 

H [sinw  cos(f  —  ^')  -+-  cosco  sina'J  d^ 

P 

H cos(p  —  a')  dR  —  cos 8'  dot.', 

P 

-  séco  sin8'[sin(p  —  a')  —  sincp  sina'J  [<iMo  -r-  (<  —  ^o)  dn^^ 
P 

7.  a  r  va    ...        .  , .    , 

-H -, —  sin 0  cos (v  —  OL  )  an 

3   p      A: 

H-  —  sin  8'rsin  u  sin(p  —  a')  -f-  coso  cosa'  I  do 

-+-  -sin8'sin((^  — a')f/R+^l^^cos8VP-4-^^^^cos8V/Q  =  6/8'. 

P  P  P 

On  a  d'ailleurs,  pour  déterminer  a',  8'  et  l'angle  S  qui  permet  de 
passer  aux  quantités  cos8'(3?a'  et  dû' ,  les  formules  générales  du  chan- 
gement de  coordonnées 

cos  8'  sin(a'-{-  lOi)  =  sinij  sin  8  h-  cosi'i  cos  8  sin  (a  —  STi), 

cos  8'  cos  (a' -h  Wi)  =  cos  8  cos  (a  —  ^i), 

sin  8'  =  cosf'i  sin  8  —  sin  i\  cos8  sin  (a  —  STi), 
cos8'  sin  S  =  sin  l'i  cos(a  —  3"!  ), 
cos  8'  cos  S  =  cosi'i  cos  8  -f-  sint'i  sin  8  sin  (a  —  STi), 

les  éléments   2r^ ,   «*, ,   to,    se  rapportant,   comme   au   Chapitre   V,   à 
l'équateur. 

Dans  le  cas  d'une  orbite  elliptique  à  forte  excentricité,  ou  encore 
parabolique    ou    hyperbolique,    on   aura   des   formules   toutes  sem- 
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blables,  qui  s'écriront  immédiatement  d'après  les  développements  du 
Chapitre  V. 

Les  équations  précédentes,  où  dP,  <:/Q,  dK  doivent  remplacer  les 
inconnues  d^,  di,  dix),  offrent  plusieurs  avantages,  malgré  les  calculs 
que  demande  la  détermination  de  a'  et  o',  coso'  dx'  et  dû'. 

Tout  d'abord,  les  coefficients  des  inconnues  sont  relativement 
simples,  et  dans  les  équations  qui  correspondent  aux  d(x' ,  les 
inconnues  dP  et  dQ^  ne  figurent  pas;  en  second  lieu,  beaucoup  de 
coefficients  sont  petits,  en  général,  comme  contenant  en  facteur 
soit  sincD,  soit  sin((^  —  a'),  soit  sin8';  et  en  effet,  il  est  clair,  d'après 
la  définition  de  cfJ  et  o',  que  l'angle  v  —  ol'  est  petit  aux  environs  de 
l'opposition  de  l'astre  observé,  et  que  ô'  est  de  l'ordre  de  l'incli- 
naison de  l'orbite  sur  l'écliptique.  On  voit  ainsi  que  les  calculs 
nécessaires  pour  la  formation  et  la  résolution  des  équations  de  condi- 
tion seront  sensiblement  simplifiés  ;  on  pourra  même,  en  observant 
que  les  quatre  inconnues  qui  figurent  dans  les  équations  en  dcf.'  n'ont 
que  de  petits  coefficients  dans  celles  en  dû' ,  commencer  par  résoudre 
les  premières,  qui  ne  contiennent  que  quatre  inconnues,  et  résoudre 
ensuite  les  secondes  par  rapport  à  ^P  et  <iQ,  en  y  remplaçant  les 
autres  inconnues  par  leurs  valeurs  déjà  déterminées;  sans  doute  on  ne 
se  conforme  pas  rigoureusement  à  la  méthode  des  moindres  carrés  en 
opérant  ainsi,  mais  ce  sera  sans  inconvénient  sensible. 

Dans  le  cas  où  l'on  prend  pour  éléments  fondamentaux  (e)  les 
coordonnées  Xq,  yo,  Zq,  et  leurs  dérivées  x'q,  y'^,  z^  pour  l'époque  ^o? 
on  pourra  choisir  comme  axes  auxquels  sont  rapportées  ces  coor- 
données, ainsi  que  a'  et  S',  des  axes  parallèles  aux  arêtes  du  trièdre 
Oio'îQoÇoj  O^o  et  OÇo  étant  dirigés  respectivement  suivant  le  rayon 
vecteur  OMq  et  vers  le  pôle  de  l'orbite.  Dans  ces  conditions  on  aura, 
suivant  des  notations  évidentes, 

,         e  sint^o  ,        /p  , 

^o  =  ''o,  ^0  =  ^50  =  0,  ;r'o  =  — — >  j^i)  =  — £-,  ^0=0^ 

s/p  '-0 

et  les  coordonnées  a',  0  sont  déterminées  par  les  mêmes  équations 
que  ci-dessus,  où  l'on  remplace  toutefois  (0|  par  tOi-f-Co-  On 
obtiendra  ainsi,  dans  les  équations  de  condition,  d'avantageuses  sim- 
plifications tout  à  fait  analogues  aux  précédentes. 

Il  est  facile  ensuite,  à  la  fin  du  calcul,  de  revenir  aux  éléments  ordi- 
naires de  l'orbite. 
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Les  procédés  que  nous  venons  de  décrire  peuvent  évidemment  être 
appliqués  aussi  bien  à  la  solution  du  problème  traité  dans  le  Chapitre 
précédent,  la  seule  différence  avec  le  problème  actuel  étant  que  le 
nombre  des  équations  est  alors  égal  au  nombre  des  inconnues,  de 
sorte  qu'il  est  inutile  de  faire  apparaître  les  coordonnées  réellement 
observées,  puisque  la  théorie  des  erreurs  n'intervient  pas.  On  appré- 
ciera, dans  chaque  cas  particulier,  l'avantage  qui  en  peut  résulter. 

oO.  Avant  d'aborder  l'exposition  de  la  méthode  des  moindres 
carrés,  rappelons  d'abord  quelques  définitions  et  quelques  principes 
de  la  théorie  des  erreurs  d'observation. 

La  mesure  d'une  grandeur  x  par  l'observation  est  affectée  d'une 
erreur  e,  égale  à  la  différence  x  —  a,  en  appelant  a  le  résultat  de  l'ob- 
servation. Les  conditions  de  l'observation  restant  toujours  les  mêmes, 
et  les  erreurs  étant  supposées  seulement  ybr/wi/e^,  mais  non  systé- 
matiques, la  loi  de  probabité  de  ces  erreurs  est  définie  par  une  fonc- 
tion C5(£),  telle  que  la  probabilité  de  commettre  une  erreur  comprise 
entre  e  et  s  +  Je,  soit  égale  à  o[z)  dt.  La  fonction  o{t)  doit  être  paire, 
les  erreurs  égales  et  de  signes  contraires  présentant  des  chances 
égales;  elle  doit  tendre  rapidement  vers  zéro  lorsque  t  augmente  en 
valeur  absolue,  car  les  erreurs  très  grandes  ne  se  présentent  pas  en 
réalité;  elle  doit  nécessairement,  d'après  sa  définition  même,  vérifier 
la  condition 


/.; 


Cp  (  £  )  Û?£  =  I 


On  adopte  la  loi  de  Gauss,  vérifiant  ces  conditions  et  confirmée  par 
l'expérience,  soit 


m  1/271 


^  désigne  la  base  des  logarithmes  hyperboliques,  et  m  est  une  cons- 
tante positive,  qui  dépend  évidemment  de  la  qualité  des  observations, 
d'autant  plus  petite  que  leur  précision  est  plus  grande.  D'une  façon 
plus  exacte,  si  pour  une  autre  série  d'observations  le  paramètre  m  est 
remplacé  par  m' ^  et  si  a  est  une  quantité  positive  quelconque,  les 
probabilités  de  commettre  des  erreurs  inférieures  en  valeur  absolue 
à  a/n  dans  la  première  série,  à  am'  dans  la  seconde  série,  sont  égales. 
On  dit  encore,  pour  des  raisons  que  la  suite  justifiera,  que  les  obser- 
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valions  des  deux  séries  ont  des  poids  inversement  proportionnels  à  m* 


et  m'-, 


On  sait  que  la  valeur  probable  d'une  quantité  est  la  somme  des 
produits  que  l'on  obtient  en  multipliant  les  diverses  valeurs  que  peut 
prendre  cette  quantité  par  leurs  probabilités  respectives.  11  en  résulte 
que  la  valeur  probable  du  carré  e^  de  l'erreur  est  égale  à 


f 


-H» 

E2cp(e)û^£. 


Gomme  on  a 

e    ^"^^dt  =  m  /'ITT, 


/ 


la  différentiation  par  rapport  m  donne 


L 


s» 


z^  e    '"''û?£  =  m' y/27:, 


et  par  suite  la  valeur  cherchée  est  précisément  m^. 

On  appelle  m  V erreur  moyenne  des  observations  considérées;  c'est 
donc  la  racine  carrée  positive  de  la  valeur  probable  du  carré  e^  de 
l'erreur. 

On  appelle  encore  erreur  probable  la  quantité  p  telle  qu'il  y  ait 
chance  égale  pour  que  l'erreur  £  soit  inférieure  ou  supérieure  à  p  en 
valeur  absolue;  on  a  donc,  pour  définir  p,  l'égalité 


/ 


P  I 

cp  (  £  )  o?e  =  - , 

-9 


ce  qui  revient  à 


/ 


P 
--     e-"  dt  =  i^. 


4 

de  sorte  que,  d'après  les  tables  de  l'intégrale    /    e~^^  dt^  on  a 

p  =  m  X  0,6745. 

Supposons  que  l'on  ait  fait  n  observations  conduisant  à  des 
erreurs  £/,  et  soit/(£)  une  fonction  quelconque  de  l'erreur  t.  Nom- 
mons jp  la  valeur  probable  dey(e)  et  s  la  moyenne  'arithmétique  des 
n  quantités /(£/)  ;  la  théorie  des  probabilités  nous  apprend  encore 
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que,  si  p'  désigne  la  valeur  probable  de  la  fonction  [/(s)]-,  on  obtient 
pour  l'expression  de  la  valeur  probable  de  (s  — py  le  nombre 


, 

n 


de  sorte  que  cette  valeur  probable  tend  vers  zéro  lorsque  n  augmente 
indéfiniment.  Gomme  (s — pY  est  une  quantité  toujours  positive,  il 
faut  en  conclure  que  la  probabilité  pour  que  la  moyenne  s  diffère  de^ 
d'une  quantité  notable  est  très  petite,  et  qu'en  faisant  ^0  =  5,  on 
s'écarte  vraisemblablement  très  peu  de  la  réalité,  si  du  moins  n  est 
suffisamment  grand. 

En  particulier,   on  a  donc,   d'une  façon  d'autant  plus  approchée 
que  n  est  plus  grand, 


m' 


1^- 


n 


Si  n  est  petit,  cette  formule  n'est  plus  qu'approximative,  et  peut 
même  perdre  toute  signification  réelle. 

Le  problème  de  la  composition  des  erreurs  est  le  suivant.  Soient 
^,  a:',  x\  .  .  .  des  grandeurs  observées  directement,  et  pour  lesquelles 
on  trouve  des  valeurs  a,  a\  a" ,  .  .  . ,  de  sorte  que  les  erreurs  com- 
mises sont  respectivement  t  =  x  —  «,  t  ■=■  x^ —  a',  i'  =.  x" —  à' ^  .... 
On  envisage  une  fonction /(a;,  x\  x\  ...)  des  grandeurs  x^  x\  x\  ...y 
et  l'on  prend  pour  sa  valeur  la  même  fonction  f{cii  «S  ci",  .  •  •)  des 
valeurs  observées;  on  commet  ainsi  une  certaine  erreur 

a  =f{x,  x',  x",  . .  .)  —/{a,  a',  a",  .  . .), 

et  l'on  cherche  la  loi  de  l'erreur  a. 

Les  erreurs  e,  s',  e",  . . .  sont  supposées  assez  petites  pours  qu'on 
puisse  les  regarder  comme  infiniment  petites,  de  sorte  qu'on  peut 
écrire 

et  l'on  est  ramené  à  chercher  la  loi  de  l'erreur  a,  fonction  linéaire  et 
homogène  des  erreurs  s,  s',  s",  ...  de  la  forme 

a=r  Ae -h  A'£'-t- A"  £"-!-..., 
A.  A',  A'',  . . .  étant  des  coefficients  constants,  les  erreurs  s,  s',  e"  . . . 
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étant  soumises  à  la  loi  de  Gauss,  et  appartenant  à  des  séries  d'obser- 
vations S,  S',  S  ',  . . .   caractérisées  par  leurs  erreurs  moyennes  m, 


m\  ni 


Dans  ce  qui  suit,  nous  nous  bornerons  à  considérer  le  cas  de  trois 
séries  S,  S',  S'  :  le  raisonnement,  comme  le  résultat,  est  général. 
Pour  que  l'erreur  a  soit  comprise  entre  deux  limites  données  a,  eta2, 
on  peut  supposer  que  les  erreurs  commises  sur  x^  x' ^  x"  sont  com- 
prises respectivement  entre  s  et  s-j-d's,  z'  et  z' -\-  dt' ^  t'  et  z  -\- dt\  à 
la  condition  que  la  somme  Kz -\- K!  z^ -\- h!' z  soit  comprise  entre  a, 
et  rt,2'  La  probabilité  de  ce  fait  composé  est  égale  au  produit  des  pro- 
babilités simples  de  chacun  des  événements  composants,  c'est-à-dire  à 


f 


jnm'm"\)/iK) 
en  désignant  par /la  forme  quadratique  définie  des  variables  £,  e',  z\ 


.2  e'2  £"2 


ni'^        rn'^        m"^ 


La  probabilité  totale  pour  que  a  soit  compris  entre  a,  et  a2  est  la 
somme  de  ces  probabilités  élémentaires,  c'est-à-dire  l'intégrale 
Iriple 


J  =  

mm 


\    ._...    f  f  fe    "^  dz  d'-'  dz" 


étendue     aux     valeurs     de     e,     z\     t"    qui    donnent    à    la    somme 
As  -\-  A! z' -\-  A'e"  une  valeur  comprise  entre  a,^  et  ao. 

Pour  calculer  J,  faisons  une  substitution  linéaire  sur  les  variables  s, 
z\  z" ]  les  nouvelles  variables  seront  a,  7/,  a'',  et  a  sera  précisément  la 
somme  As  +  A! z' -\- A!' z" .  On  aura  des  formules  telles  que 

£  z=  p  y.  -\-  q  y'  -\-  r  a", 
e' =/>' a -h  ^' a'+ /'a", 
£"  =  /'« -r-^'a'-h /""a". 

Supposons  de  plus  que,  par  cette  substitution,  la  forme/ reste  une 
somme  F  de  carrés  telle  que 

Dans  ces  conditions,  si  A  désigne  la  valeur  absolue  du  déterminant 
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<les  coefficients  />,  </,  r,  ...  de  la  substitution,  on  a 


A 


mm'  m"  \\/iT^)' 


fff 


F 


ë     2  dx  cl%  d'y.". 


l'intégrale  triple  devant  être  étendue  à  toutes  les  valeurs  possibles 

de  a'  et  a",  mais  seulement  à  celles  de  a  comprises  entre  a<  et  ag. 

D'autre  part,  la  théorie  des  invariants  des  formes  quadratiques  donne 

la  relation 

mm'm"=MM'M"A, 

et  par  suite  il  vient,  le  calcul  de  J  se  réduisant  à  celui  d'intégrales 
simples  évidentes,  en  raison  de  la  forme  de  F, 


Ecrivons  enfin  que  la  forme /^ —  —  se  réduit  à  une  somme  de  deux 

carrés,  c'est-à-dire  que  son  discriminant  est  nul  :  cela  donne  immé- 
diatement la  relation  « 

M2  :=  A2  m2  +  A'2  m'2  -f-  A"  m"i  ; 

par  suite,  l'erreur  a  suit  la  loi  de  Gauss,  ce  qui  est  un  fait  fondamen- 
tal, et  l'erreur  moyenne  correspondante  est  le  nombre  M  défini  par 
la  relation  précédente. 

51.   Soient/?  quantités  indépendantes  ^,  y,  3,  ...  et  n  fonctions 
linéaires  et  homogènes  quelconques  de  ces  quantités 

(i)  fi=aix -\-hiy -^CiZ^,. .         (i  =  i,  2,  i,  .  . . ,  n); 

on  suppose  essentiellement  n  ^ p- 

Soit  d»  une  autre  fonction  linéaire  et  homogène  quelconque  donnée 

de  a?,  y,  z,  ..., 

(2)  ^^qcc-i-ry-t-sz-\-.... 

On  peut  exprimer  ^  linéairement  à  l'aide  des  fi  d'une  infinité  de 
façons  ;  en  posant 

(3)  ^^^oyji, 

<où  les  iOi  sont  des  constantes,  il  est  nécessaire  et  suffisant,  pour  assurer 
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l'identité,  d'avoir  les  p  relations 

(4)  g'  =  Vw/a/,  /•=^w,-6/,  s  =J^biiCi, 

Imaginons  alors  que  l'on  soumette  à  l'observation  directe  les  gran- 
deurs fi'j  appelons  li  les  résultats  observés,  £/  les  erreurs  commises, 
de  sorte  que /;= //+£t.  Si  dans  les  diverses  expressions  (3)  de  la 
fonction  t[i  on  remplace  les//  par  leurs  valeurs  observées  li,  on  obtient 
autant  de  valeurs  approchées  pour  la  véritable  valeur  de  ^  :  l'erreur 
commise  est  de  la  forme  Sw/î/,  et  composée  avec  les  erreurs  Sj. 

Appelons  /?,,  /)2?  Pa,  •••  les  poids  relatifs  des  observations  qui 
produisent  les  erreurs  £i,  £25  £3?  •••)  les  erreurs  moyennes  m/ cor- 

respondantes  seront  de  la  forme  — =>  en  appelant  m  l'erreur  moyenne 

des  observations  de  poids  i.  D'après  ce  qui  précède,  l'erreur  Sw/£/ 
relative  à  la  forme  (3)  de  ^  suit  la  loi  de  Gauss,  et  si  |jl  est  l'erreur 
moyenne  correspondante,  on  a 


.-".'El 


Fi 


le  poids  û  étant  — r-* 

Les  Ml  n'étant  pas  des  variables  indépendantes,  à  cause  des  rela- 
tions (4),  l'expression  de  jji^  est  évidemment  susceptible  d'un  mini- 
mum non  nul;  il  existe  donc  une  détermination  de  ^  de  la  forme  (3) 
qui  a  un  poids  maximum,  ou  une  erreur  moyenne  minimum  :  nous 
l'appellerons  la  détermination  principale  de  ^,  et  nous  la  désigne- 
rons par  tj;'. 

Pour  obtenir  cette  détermination  principale,  il  convient,  comme  on 
sait,  d'écrire 

-^  i^lr  — ^  to/è/j  -H  2y  (5— ^to/c/j  -f-..., 

a,  |3,  y,  . . .  étant  p  inconnues  auxiliaires,  et  de  regarder  alors  ~  comme 

une  fonction  des  n  -\-p  variables  indépendantes  w/,  a,  [3,  y,  .... 

En  égalant  à  zéro  les  dérivées  partielles  du  second  membre  de 
l'équation  précédente  par  rapport  à  ces  variables,  on  a  comme  condi- 
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tiens  du  minimum  de  m,  outre  les  relations  (4),  les  nouvelles  équa- 
tions 


(6) 


O) 


Pi 


-  =  'xai-\-  pôi-4-  yCi  + 


Éliminons  les  tOj,  et  suivant  la  notation  habituelle,  écrivons  d'une 
façon  générale  Scp^  sous  la  forme  [cp],  cp  étant  quelconque;  il  vient 


(7) 


[paa]a  -f-  [pab]  [3  -+-  [pc(c]^{  -{-...—  q^ 
[/?«6]a  -f-  [/>66]j3  H-  [pbcy{  -}-..,—  r^ 
[pac  ]  a  +  [pbc  ]  ^  -+-  [pcc  ]  y  4- . .  .  =  5, 


Soit  D  le  déterminant  symétrique  (supposé  non  nul) 


D  = 


[paa]  [pcib]  [pac] 
[pab]  [pbb]  [pbc] 
[pac  ]     [pbc  ]     [pcc  ] 


des  coefficients  des  inconnues;  appelons  aussi  (cia),  (ab)^  (<^c),  ... 
les  quotients  par  D  des  coefficients  respectifs  des  éléments  [joaa], 
[/?a6],  [joacj,  . .  .  dans  le  développement  de  D  suivant  les  éléments 
des  lignes  ou  des  colonnes  ;  enfin  envisageons  la  forme  quadratique  et 
homogène  de  p  variables  quelconques  w,  c',  w^  ... 


g-  =  ( aa)u^-{-  i{ab)iw  -\-  '}{ac)  uw 


{bb)v^-\-i{bc)vw  ^. .  .. 


La  simple  résolution  des  équations  (7)  donne  alors  immédiatement 


I   d  g{q,  r,  s,  ...) 
•2  dq 


8  =  1  ^S^q.  r->  ^,  "') 
^        1  dr 


et  par  suite,  il  vient 


^i-^pi[^i ^ +  ^' rr "^•••J' 

ce  qui  peut  s'écrire  encore,  comme  on  sait, 

•   _  I  „   [^àgjai,  bi,Ci,  ...)  dg{ai,bi,ei,...)  ] 
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d'où  enfin,  pour  la  détermination  principale  de  6, 

à  g  {ai,  bi,  Ci.  .  ..) 


(8)  ^'=     q^\pifi 


àai 


'^'  2LlIP'J'  Wi 


Quant  à  l'erreur  moyenne  |jl  de  -V,  elle  est  déterminée  par  le  mini- 
mum  de  -^^  et  comme^  d'après  les  propriétés  élémentaires  des  formes 
quadratiques,  on  a  ici,  en  vertu  des  relations  (6)  et  des  valeurs  de  a, 

^  z^açr-f-pr-f- Y*-^."-  S{q^  r,  f,  ...), 
il  vient 


(9)  f^  =  ^^g{q,  r,  s,  ...); 

il  suffit  de  rendre  homogène,  par  l'introduction  d'une  nouvelle 
variable,  la  forme  quadratique  (5)  des  vai^iables  to/,  a,  j^,  Y,  ...  et 
d'appliquer  le  théorème  d'Euler  sur  les  fonctions  homogènes,  pour 
arriver  à  ce  résultat. 

Si.l'on  prend  en  particulier  pour  <h  les  quantités  x',  y,z,  ...  elles- 
mêmes,  on  aura  leurs  déterminations  principales  x' ,  y' ,  z' ,  ...  en 
prenant  successivement  dans  la  formule  (8)  les  coefficients  mêmes 
de  q,  f,  s,  .  .  . ,  de  sorte  que  la  détermination  principale  de  ij>  est 
construite  avec  les  déterminations  principales  de  x,  y,  z,  ...  préci- 
sément comme  ^  avec  x,  y,  ^,  ....  Quant  aux  erreurs  moyennes  de 
x' ,  y^ ,  z' ,  .  .  . ,  elles  résultent  de  la  formule  (9)  et  sont 

[ix  =  m  \/{aa),  [Xy  =  m  \/(bb),  [Jt^  =  m  /( ce ),  .... 

Prenons  maintenant  pour  ^  la  fonction  y^;  sa  détermination  princi- 
pale sera  de  la  forme 

en  étendant  la  sommation  à  toutes  les  valeurs  1,2,    .  .  . ,  /i  de  A",  et 
faisant 

1'      L  àak  dbk  J 
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de  sorte  qu'en  parliculier 

Si  Vi  est  Feireiir  moyenne  de//,  on  a  aussi 

m2       Zip/,  -*^''"  ^"  ^"  •••'*• 
Envisageons  actuellement  la  combinaison  des  fi 

h^f'i-fi: 

elle  est  manifestement  équivalente  à  zéro,  de  sorte  que  si  l'on  y  rem- 
place les  fi  par  les  résultats  d'observation  //,  elle  prend  une  valeur 
égale  et  de  signe  contraire  à  l'erreur  que  l'on  commet  ainsi  sur  elle,, 
soit 

On  peut  donc  traiter  ki  comme  une^  erreur  composée  avec  les 
erreurs  £  ;  l'erreur  moyenne  correspondante  a/  est  telle  que 


c'est-à-dire,  d'après  ce  qui  précède, 

_=__^(a.  i^c,,...). 
On  en  déduit 

2  ^^  ^  "  ~2  ^''  '"^'  ^  '''■'  ^''  "^^  •  •  •  ^  ' 

mais,  d'après  la  définition  de  la  forme  g,  on  a 

^PiS{ai^  bi,  c-,  ...)  =  {aa)[paa'\-\'i{ab)[pab]-\-...\ 

considérons  alors  le  déterminant  D  comme  une  fonction  de  ses  élé- 
ments [paa],  [/?«^]j  •••;  c'en  est  une  fonction  homogène  de  degré /\ 
et  l'on  a  de  plus 

'       D  d\paa\  ^      '        D  d\pab\ 
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il  vient  donc,  d'après  le  théorème  d'Euler, 

et  par  suite,  on  a  l'importante  formule 

(lo)  ^piix^  =  {n  —  p)m^; 

et  comme  [xf  n'est  aulre  chose  que  la  valeur  probable  de  A"?,  on  peut 
dire  que  la  valeur  probable  de  ^pik}  vaut  {n — p)  fois  le  carré  de 
l'erreur  moyenne  des  observations  de  poids  i. 

52.  Les  considérations  que  nous  venons  de  développer  sont  pure- 
ment théoriqvies  :  pour  les  établir,  on  ne  suppose  pas  les  observations 
faites,  mais  au  contraire  qu'elles  sont  à  faire,  et  on  en  laisse  les  résul- 
tats indéterminés.  Occupons-nous  maintenant  de  les  appliquer  à  la 
résolution  du  problème  le  plus  général  de  la  combinaison  des  obser- 
vations. 

L'énoncé  de  ce  problème  est  le  suivant  :  on  ^  p-\-(J  inconnues 
X,  Y,  Z,  ...  liées  par  q  relations  distinctes  rigoureuses 

<i>y(X,  Y,  Z,  ...)  =  o, 

et  l'on  en  a  observé  directement  n  fonctions  Fj(X,  Y,  Z,  ...);  on 
suppose  n  ^yP,  de  sorte  que  les  inconnues  sont  déterminées  par  des 
équations  en  nombre  surabondant,  et  incompatibles,  puisque  les 
observations  sont  affectées  d'erreur.  Quelles  sont  alors  les  meilleures 
valeurs  à  adopter  pour  les  inconnues?  Et  sur  quelle  approximation 
peut-on  compter  quand  on  a  adopté  ces  valeurs? 

On  connaît  toujours,  ou  bien  on  peut  toujours  déterminer  des 
valeurs  suffisamment  approchées  Xq,  Yq,  Zq,  .  .  .  des  inconnues, 
pour  qu'en  posant  X  —  Xo=^,  Y  —  Yo=)^,  Z  —  Zo  =  ^,  ...  on 
puisse  négliger  les  quantités  du  second  ordre  par  rapport  aux  nou- 
velles inconnues  x^  y-)  z^  ....  Dans  ces  conditions,  les  équations  du 
problème  par  rapport  aux  nouvelles  inconnues  x^  y%  z^  .  .  .  deviennent 
linéaires,  et  ce  sont  des  fonctions  linéaires  de  ces  inconnues  qui  ont 
été  observées;  les  équations  rigoureuses  qui  lient  entre  elles  les 
p  -\-  q  inconnues  permettent  d'en  éliminer  q^  et  il  en  reste  p  qui  sont 
indépendantes,  et  dont  on  a  observé  directement  Ji  fonctions  linéaires, 
que  l'on  peut  supposer  homogènes. 
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Appelons,  en  reprenant  les  notations  du  numéro  précédent,  fi  ces 
n  fonctions,  li  leurs  valeurs  observées,  pi  leurs  poids  relatifs. 
Les  équations  de  condition  du  problème  sont 

(il)  atx  -\-  bty  -ir  CiZ-^.  . .—  li. 

Pour  déterminer  la  valeur  d'une  fonction  donnée  ^  des  inconnues,  et 
l'erreur  moyenne  de  cette  détermination,  on  est  amené  à  mettre  la 
valeur  de  à  sous  l'une  des  formes  en  nombre  infini 

qui  se  déduisent  de  la  formule  (3)  en  remplaçant  les  fi  par  les  li]  il 
est  naturel  alors  de  considérer  comme  étant  la  meilleure  valeur  de  <|/, 
celle  qui  se  déduit  de  la  détermination  principale  d»' de  cette  fonction, 
quand  on  j  remplace  les^/  par  les  //;  ce  choix,  dicté  par  la  propriété 
de  d/'  d'avoir  un  poids  maximum,  est  celui  que  l'on  adopte.  Si  nous 
appelons  ^q  la  valeur  ainsi  obtenue  pour  d»,  on  a  d'après  (8) 

et  l'erreur  moyenne  de  '|o  sera  d'après  (9) 


En  particulier,  les  meilleures  valeurs  à  adopter  pour  les  inconnues 
elles-mêmes,  soit  x^^  y^,  z^^  .  .  . ,  sont  les  coefficients  de  q^  r,  5,  .  .  . 
dans  l'expression  précédente  de  60,  et  l'on  a 

Les  erreurs  moyennes  de  ^07  ^05  -Sq,  . .  .  sont 


jjL^  =  jn  /(<7«),  \i.y=  Tn\/{bb),  \j.~  =  n^  \/{cc)^  .... 

Mais  il  reste  une  quantité  inconnue  à  déterminer  :  c'est  /?«,  l'erreur 
moyenne  des  observations  de  poids  i .  Pour  y  arriver,  on  utilise  la 
proposition  énoncée  à  la  lin  du  numéro  précédent;  si  dans  ki  on 
remplace  les  fi  par  les  /j,  on  obtient  des  valeurs 

ki  =  atXQ -h  bty^ -\-  CïZq-^  . . .—  h, 
et  l'on  peut  former  la  somme  ^pik];  en  égalant  cette  somme  à  sa 
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valeur  probable  {n  — p)fn-,  on  obtient  la  détermination  de  m  géné- 
ralement adoptée 


(12) 


mais,  comme  nous  l'avons  déjà  vu  dans  un  cas  analogue,  cette  for- 
mule n'est  nullement  rigoureuse;  elle  ne  fournit  qu'une  approxima- 
tion d'autant  plus  grande  vraisemblablement  que  le  nombre  n  des 
observations  sera  plus  grand. 

Revenons  aux  valeurs  Xq,    Voî    ^-o-,    •••;   on  voit,  en  développant 
les  dérivées  partielles  de  la  fonction  g  (ai,  bi,  c/,  .  .  .  ),  que  l'on  peut 

écrire 

Xq  =  (aa)  [pal]  -+-  (ab)  [pbl]  -4-  (ac)  [pcl]  +. .    , 

^j3^  ,ro=(cif>)[paI]-^{bb)[pbl]-h{bc)[pcl]-i-..., 

Zq=  (ac)  [pal]  -^  (bc)  [pbl]  +  {ce  )[pcl]  -f-.  .  ., 


et  l'on  reconnaît  là  lés  solutions  d'un  système  analogue  à  (-) 


(i4) 


[paa]x  4-  [pab]y  -4-  [pac]z  +  .  .  .  =  [pal], 
[pab]x-^  [pbb]y  +  [pbc  ]  2  +.  .  .  =  [pbl]^ 
[pac]x  +  [pbc]y  -\-  [pcc  ]z  -h  .  .  .=  [/>cZ  J, 


Ceci  posé,  donnons  aux  inconnues  des  valeurs  quelconques 
X,  y,  z,  . .  .;  elles  ne  vérifient  pas  les  équations  du  problème,  de  sorte 
que  si  l'on  calcule  les  quantités  aix  -f-  biy  ~\-  ciz  + .  . . —  //,  on  trouve 
des  valeurs  non  nulles  ;  ce  sont  les  résidus  relatifs  au  choix  fait 
de  :r,  y,  s,  . . ,  pour  les  diverses  observations  //. 

Considérons  la  somme 

S  =  V^j(«^-;r4-  biy  ^  c/s-h.  .  .—  //)2, 

que  l'on  obtient  en  additionnant  les  produits  des  carrés  des  résidus 
par  les  poids  des  observations  correspondantes  ;  la  somme  S  est 
évidemment  susceptible  d'un  minimum,  que  l'on  détermine  en  éga- 
lant à  zéro  les  dérivées  partielles  de  S  par  rapport  à  x,  y,  s,  . . .,  ce 
qui  conduit  précisément  aux  équations  (i4)-  Donc,  les  meilleures 
valeurs   à  adopter  pour  x,   y,  z,    ...    sont  précisément  celles   qui 
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rendent  minimum  la  somme  S  ;  d'où  le  nom  de  méthode  des  moindres 
carrés,,  donné  à  ce  procédé  de  détermination  des  inconnues. 

Les  résidus  qui  correspondent  au  choix  de  Xq^  jko?  ^o,  •••«  pour 
x^  y^  z^  .  .  .,  sont  précisément  les  valeurs  ki  considérées  plus  liant; 
la  somme  ^pik^  est  donc  le  minimum  Sq  de  la  somme  S;  au  lieu  de 
calculer  cette  somme  directement,  on  peut  encore  écrire,  en  remar- 
quant que  S  est  une  forme  quadratique  non  homogène  de  x^  y^  z^  .  .  .^ 
et  appliquant  des  principes  déjà  rappelés, 


'^0  =  —2_,Pi^i^i 


remplaçant  les    /r/,   puis  Xq^  y^,    Zq^ 
valeurs,  ceci  devient 


successivement  par   leurs 


(i5) 


So=  [pli]  —a^olpal]  ~yo[pbl]  —  Zo[pcl] 


Appelons  alors  A  le  déterminant  que  l'on  obtient  en  bordant  le 
déterminant  D  comme  l'indique  le  symbole 


A  = 


D 


[pal]     [pbl]     [pcl] 
on  peut  écrire  finalement 


\  [pbl] 
I  [pcl] 

[pli] 


(16) 


So=[p/^k]=-[plk]=:-^ 


En  résumant,  pour  avoir  les  éléments  de  la  solution  complète  du 
problème,  il  faut  :  i"*  résoudre  les  équations  (14)7  dites  équations 
normales^  par  opposition  aux  équations  de  condition  (11);  2°  déter- 
miner les  coefficients  (aa),  (bb)^  ...  qui  correspondent  aux  élé- 
ments [paa],  [pbb]^  ... .  du  déterminantD,  afin  d'obtenir  les  erreurs 
moyennes  des  inconnues;  et  si,  plus  généralement,  on  veut  avoir 
Terreur  moyenne  d'une  fonction  quelconque  <L,  il  faut  calculer  aussi 
les  autres  coefficients  (ab),  {clc),  {bc)^  ...  de  la  forme  ^;  3**  il  faut 
enfin,  pour  avoir  m  par  la  formule  (12),  déterminer  la  somme  Sopar 
la  triple  formule  (16),  ou  encore  par  la  double  formule  (i  5),  de  façon 
à  obtenir  une  vérification  générale  du  calcul. 
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53.  Il  nous  reste  à  expliquer  comment  on  dirige  le  calcul.  Mais 
auparavant,  examinons  le  cas  particulièrement  simple  d'une  seule 
inconnue  x.  L'observation  fournit  les  n  équations  de  condition 

de  poids  respectifs  jy,  ;  d'où  la  seule  équation  normale 

[paa]x  =  [/>«/], 

et 

[pal  ] 

x  =  f- ^. 

Ypaa\ 

On  a  de  plus 


[P^^V  _      /    So  _         m 

[paa]  y    n  —  i  '^  s/[j)aa] 


Si  en  particulier  les  ai  sont  tous  égaux  à  l'unité,  de  sorte  que  l'on  a 
observé  directement  la  grandeur  x^  on  a  simplement 

P\li^p%h-^' .  .-^ PnU  m 

œ=i ^ ■ i ,  ixcc  — 


L'expression  de  poids  est  ainsi  justifiée  par  la  forme  de  la  valeur 
de  x^  que  l'on  appelle  aussi  moyenne  pondérée  des  li. 

Plus  particulièrement  encore,  si  les  poids  sont  tous  égaux  à  l'unité, 
la   valeur  de   x   est   la   moyenne    arithmétique   des    /j,    et    l'erreur 

jïi  /    s 

moyenne  correspondante  est  ~j=y  la  valeur  de  m  étant  4y  — —'  On 

voit  parla,  et  ce  fait  est  général,  ainsi  qu'on  le  vérifie  immédiatement 
sur  la  forme  des  équations  normales,  qu'une  observation  de  poids  p 
peut  être  regardée  comme  équivalente  k  p  observations  de  poids  i; 
et  cette  remarque  trouve  son  application  quand  il  s'agit  d'attribuer 
des  poids  à  diverses  observations.  D'autre  part,  on  voit  encore  que  si, 
dans  le  problème  général,  on  a  observé  plusieurs  fois  la  même  fonc- 
tion des  inconnues,  on  peut  remplacer  les  équations  qui  en  résultent 
par  une  seule,  en  prenant  pour  résultat  de  l'observation  fictive  cor- 
respondante la  moyenne  pondérée  des  résultats  des  observations  pri- 
mitives, et  en  lui  donnant  pour  poids  la  somme  des  poids  primitifs; 
dans  ces  conditions,  en  effet,  les  équations  normales  ne  sont  pas 
altérées  :  c'est  en  somme  ce  principe  que  nous  avons  appliqué  précé- 
demment à  la  formation  des  lieux  normaux.  On  doit  toutefois  observer 
qu'en  opérant  ainsi,  le  dernier  élément  [pli]   du  déterminant  A  se 
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trouve  modiiié,  et  par  suite  la  détermination  de  l'erreur  moyenne  m 
est  changée  :  ceci  n'a  rien  de  surprenant,  d'après  la  façon  même  dont 
cette  détermination  a  été  obtenue,  et,  si  le  nombre  des  observations 
est  assez  grand,  le  changement  sera  vraisemblablement  petit. 

Revenons  maintenant  au  cas  général.  Afin  de  rendre  les  calculs 
plus  simples  et  plus  réguliers,  on  observera  les  règles  suivantes.  En 
premier  lieu,  on  voit  qu'on  ne  change  rien  quand  on  multiplie  les 
deux  membres  de  l'une  des  équations  de  condition  primitives  par  un 
facteur  X,  à  la  condition  expresse  de  diviser  en  même  temps  son  poids 
par  X^  :  on  ramène  alors  tous  les  poids  à  l'unité,  en  multipliant  les 
deux  membres  de  chaque  équation  par  la  racine  carrée  de  son  poids. 

En  second  lieu,  on  observe  que  l'on  peut  multiplier  les  deux 
membres  de  toutes  les  équations  de  condition  par  un  seul  et  même 
nombre  A;  la  quantité  m  se  trouvera  aussi  multipliée  par  X,  mais  tout 
le  reste  subsistera.  Désignons  alors  par  A  la  plus  grande  des  valeurs 
absolues  des  coefficients  a/,  et  déterminons  de  même  B,  G,  . . .,  L  pour 
les  bi,  Ci.  .  . .,  li.  On  remplace  les  inconnues  x,  y,  z^  ...  par  d'autres 
x' ,  y' ,  z  .  ...  telles  que 

,L  ,L  ,L 

et  en  même  temps  on  divise  tous  les  coefficients  des  équations  de 
condition  par  L,  de  façon  qu'elles  deviennent 

«i     ,  ,    bi  Ci  li  ^ 

on  réalise  ainsi  l'avantage  suivant  :  les  coefficients  des  équations  ne 
dépassent  pas  l'unité  en  valeur  absolue,  et  les  coefficients  des  diffé- 
rentes inconnues,  comme  les  termes  constants,  sont  des  nombres  com- 
parables, puisque,  dans  chacune  de  ces  séries,  il  y  a  un  coefficient 
égal  à  l'unité  en  valeur  absolue.  Si  ces  nouvelles  équations  conduisent 
aux  valeurs  m',  [kx/,  ^y,  ...,  pour  l'erreur  moyenne  des  observations 
de  poids  i,  et  pour  les  erreurs  moyennes  de  x' ,  y',  z' ,  . . .,  on  aura, 
en  revenant  aux  équations  et  inconnues  primitives, 

L  L  L 

m  =  m  L,  1^^=  ^■^''Â'  ^^~  ^^'b'  l^z=  [^z'■^J^y  

Les  équations  de  condition  ainsi  préparées,  on  forme  les  équations 
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normales,   qui,   en  supposant  yt>  ==  4  par  exemple,   et   revenant   aux 
notations  primitives,  s'écrivent: 

\^aa\x -\-\^ah\y -^-\ac\z -\-\ad\t  =\al'\^ 
[a6]a;-f-[è6]jK4-[6c]^-4-[6t/]f  =  [6/], 
\ac  \x  +  \bc\y  -h  \cc  \z  h-  \cd\t  =  \cl\ 
[ad]x  H-  \bd]y  +  [cd]z -^  [dd]t  =  \dl[. 

Pour  calculer  les  différents  coefficients  de  ces  équations,  le  mieux 
sera  de  faire  usage  d^une  table  de  carrés,  et  d'observer  que  l'on  a 

Il  faut  aussi  calculer  [//],  dernier  élément  du  déterminant  A. 

On  aura  soin  de  vérifier  les  calculs  de  la  façon  suivante  par  exemple. 

Si  l'on  fait 

Si  =  ai  -h  bi  4-  Ci  4-  di  -f-  //, 

on  a 

[<2«]  +  [ab'\  +  [ac]  +  [ad]  H-  [a/]  =  [as]^ 

et  les  relations  analogues. 

Pour  résoudre  les  équations  normales,  on  procède  généralement 
par  éliminations  successives;  mais  on  peut  aussi  bien  appliquer  direc- 
tement les  formules  de  la  théorie  des  équations  linéaires,  lorsque  n 
est  égal  à  2  ou  à  3.  La  première  équation,  résolue  par  rapport  à  l'in- 
connue correspondante  x,  donne 

^^[al]        [ab]  [ac]  ^        [ad]  ^ 

[aa]        [aa]  [aa]  [aa]    ' 

portons  cette  valeur  telle  quelle,  et  sans  faire  aucune  réduction,  dans 
les  trois  dernières  équations;  on  a  le  nouveau  système  analogue  au 

premier  : 

[bb.i]y^[bc.i]z-^[bd.i]t=  [bl.i], 

[bc.i]y  -h  [cc.i]z  -h  [  cd,i]  t  =  [cl  .i], 
[bd:  i]y  -h  [cd.i]z  -H  [dd.  i]l  =  [dl  .\]; 

il  suffit  de  poser,   en  désignant   par  ^  et  A  deux  quelconques  des 
lettres  b,  c,  d,  /, 

[g-h.i]  =  [gh]  —  '     \'-'  '        '♦ 
•^  [aa] 
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On  a  d'ailleurs  des  vérificalions  telles  que 

[bb.i]  +  [bc.i]-{-  \bd.i]-i-[bl.i]  =  [bs.\\. 

en  calculant  [è^.  i]  de  la  même  façon. 

Si  l'on  appelle  D,  et  A,  les  déterminants  analogues  à  D  et  A  relatifs 
à  ce  nouveau  système,  le  dernier  élément  de  A,  étant  [//.  i],  on  a, 
d'après  les  propriétés  élémentaires  des  déterminants, 

D  =  [aa]Di,  A  =  [aaJAi, 

et,  par  suite, 

A  _  A, 

D  ~  d7* 

Il  est  intéressant  encore  d'observer  que  les  nouveaux  coefficients 
sont  constitués  de  la  même  façon  que  les  anciens,  puisque 

[aa]  [bb.i]  =^2^(aibj— ajbiY, 

[aa]  [bc.  i]  =^  {atbj—  ajbi){aiC,—  ajci), 

en  étendant  les  sommations  aux  diverses  combinaisons  des  indices  i  eij . 
Continuant  de  la  même  façon,  on  a 

[6/.I]        \bc.i]  [bd.i] 

•^""[66. i]        [bb.i]  [bb.i]' 

avec  le  nouveau  système 

\CC  .'2]Z  -Jt-  [cd.'2]t  =  [cl.2]^ 

[cd.i]z -{- [dd.2]t  =  [dL'i], 
o  Cl 

on  a  les  vérifications  telles  que 

[cc.-i]  -h  [cd.i]  -+-  [c/.2]  =  [es. 2], 

et. toujours 

A  _  A2 

D  ~  A2' 

Continuant  encore  de  même,  on  a  enfin 

_  [c/.2]         [cd.Q.] 
~  {cCi-i]        [ce  .2]    ' 


2-24  CHAPITRE   IX. 

avec  l'équation  unique 

[^^.3]^  =  [dl.3], 

et  les  vérifications  telles  que 

[rf^.3]  +  [rf/.3]  =  [ds.3], 

[c^.i]  [ch.i] 


en  posant 
On  a  aussi 


en  faisant  toujours 

r^A  /i  _  rxr/,  qi      [c^^»3]  [dh.3] 
[gh.i]  -  [^/^.3] j^^-3j , 

et  appliquant  le  même  principe  de  vérification. 

Si  l'on  a  simplement  en  vue  la  détermination  des  inconnues  x,  y,  z, 
l,  on  a  successivement  leurs  valeurs  par  les  équations 

_  [dl  .3] 
^~  [dd.3]' 

[CC.I]  [CC.2]      ' 

_  [bl.i]  _  [bel]     _  [bd.i] 
^~  [66.1]        [6è.iJ^~"  [66.1]^' 

^^  [gZ]        [a6]  i"^^]^        [^^]^ 

[aa]        [aa]  ''^        [aa]  [aa]    ' 

et  il  est  inutile  de  calculer  les  coefficients  [//],[//.  i], 

Mais  si  l'on  veut  déterminer  les  erreurs  moyennes  des  inconnues, 
il  faut  d'abord  calculer 


m 


v/^ 


la  valeur  de  So  étant  celle  de*  rr>  c'est-à-dire  [//.  4],  ou  [/5.  4],  ou  [çs.  4]- 

Mais  bien  souvent,  comme  on  le  voit  sur  l'exemple  développé  plus 
loin,  cette  façon  de  déterminer  Sq  est  pratiquement  illusoire.  Il  faut 
calculer  directement  les  résidus 

ki  =  li —  aix  —  biy  —  CiZ  —  dit^ 
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pris  ici  dans  le  sens  observation  moins  calcul,  les  x^  y,  z,  t,  ayant  les 
valeurs  ci-dessus;  on  a  alors,  comme  nous  l'avons  vu, 

So=  [kk]  =  [l/(]  =  [II]  —  x[al]  —  y[bl]  —  z[cl]  ^  t[dl], 

et  seule  la  formvde  So^fA'A']  présentera  d'habitude  une  précision 
satisfaisante. 

Il  faut  enfin  calculer  les  coefficients  que  nous  avons  appelés  (aa), 
ictb)^  ....  Or,  d'après  leur  signification  même  et  les  propriétés  élé- 
mentaires des  déterminants,  on  voit  que  (aa),  (ab),  (ac),  (ad)  sont 
précisément  les  solutions  des  équations  normales,   lorsqu'on  j    fait 

[al]  =  I,         [bl]  =  [cl]  =  [dl]  =  o. 

On  pourra  donc  les  calculer  comme  x,  y,  z,  t^  à  la  condition  de  jciu- 
placer  dans  les  formules  précédentes  les  coefficients  \bl.  :|,  [c/.a], 
[g?/.  3]  par  les  valeurs  qui  résultent  de  cette  hypothèse. 

De  même  {ab),  (bb),  (bc)^  (^^)  correspondent  à  l'hypothèse 
[bl]  =  I,  [al]  ■=  [cl\  =  [dl\  =  o  ;  et  ainsi  de  suite.  Le  calcul  se  sim- 
plifie à  mesure  que  l'on  avance;  finalement  quand  on  fait[6//]  =  i, 
avec    [a/]  =  [6/]  =  [c/]  =  o,    on    a   aussi    [6/.  ij  ==  [c/.  2]  =  o,    et 

[(i/.3]  =1=  I ,  de  sorte  que  [dd)  =        ,       ,  et  que  le  calcul  successif  de 

(cd),  (bd),  (ad)  est  immédiat;  il  est  d'ailleurs  inutile  en  principe, 
mais  fournit  une  bonne  vérification,  puisque  ces  coefficients  sont  ainsi 
obtenus  deux  fois. 

Finalement,  on  a  pour  les  erreurs  moyennes  des  inconnues 

ixx  =  m  \/{aa),  iXy  =  m  /( bb),  [jl^  =  m  \/{cc)^  \i.t  —  nx  sj^ddy, 

et  l'on  peut  écrire  encore,  si  l'on  veut, 

So  =  [//]  _  {aa)  [a/]2  — . .  .—  2(aè)  (^ac)  [al]  [bl]  —  .... 

Dans  certains  cas,  on  peut  rencontrer  des  difficultés,  lorsqu'il  est 
impossible  pratiquement  de  continuer  l'élimination  des  inconnues 
en  raison  de  la  trop  grande  petitesse  des  coefficients  que  l'on  sciait 
amené  à  prendre  comme  dénominateurs.  S'il  en  est  ainsi,  c'est  que  le 
déterminant  D  a  une  valeur  numérique  très  petite;  s'il  n'en  est  pas  de 
même  de  tous  ses  premiers  mineurs  principaux,  par  exemple  de  celui 
qui  correspond  k  ;r,  y,  z  dans  le  cas  que  nous  venons  d'étudier,  on 
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pourra  sans  difficulté  exprimer  ces  inconnues  à  l'aide  de  t^  en  les 
éliminant  successivement,  comme  nous  avons  fait,  mais  on  ne  pourra 
pas  déterminer  t.  On  essaiera  cependant  d'j  arriver  de  la  façon  suivante, 
qui  n'a  qu'une  valeur  pratique;  mettant  dans  les  équations  de  condition 
les  valeurs  de  x^  y^  z  en  fonction  de  ^,  on  aura  de  nouvelles  équations 
à  une  seule  inconnue,  auxquelles  on  appliquera  la  méthode  des 
moindres  carrés  pour  avoir  une  valeur  vraisemblable  de  t.  De  même, 
si  tous  les  premiers  mineurs  principaux  de  D  étaient  très  petits,  mais 
qu'il  n'en  fût  pas  de  même  du  second  mineur  principal  relatif  à  x  Qly 
par  exemple,  on  pourrait  exprimer  ^  et  j^  en  fonction  de  z  et  t,  et 
reporter  ces  expressions  dans  les  équations  de  condition,  qui  ne  con- 
tiendraient plus  que  deux  inconnues. 

Pour  appliquer  les  règles  qui  précèdent  à  un  exemple,  choisissons 
celui  de  Gauss,  qui  donile  les   qiiatre  équations  de  même  poids  à 

trois  inconnues  : 

X—    Y-4-2Z=    3, 

3X  +  2Y  — 5Z=    5, 

4X-h    YH-4Z:^2r, 
—  X-f-3Y  +  3Z=  i4, 

et  malgré  la  simplicité  actuelle  de  la  question,  appliquons  les  règles, 
sans  chercher  autre  chose. 

On  pose 

1 1 
X  =  — -a?  =  5,25  a;, 
4 

21 

^  =  y  7  =  7  y, 
T^  =  4,2^, 

et  les  équations  deviennent  api^s  division  par  21 

o^'i5x  —  o,3333y-4-o,4^  =  o,  1429, 

0,75^7  +  0,6667^^  —  1 ,0^  =  o,238i, 

1 ,0037  H-  0,3333^  -f-  0,8^  =  1 ,0000, 

—  0, 25 a?  H-  1 ,0000^  -+-  0,6  s  =  0,6667, 

en  se  bornant  à  la  précision  de  quatre  décimales. 


METHODE   DES   MOINDRES   CARRÉS. 

On  a  par  suite  successivement 


(««]==  1,6875,        [rt6]  =0,5000,        [acj=  0,0000, 

[bb]  =  1,6667,        [bc]  =  0,0666, 

[ce]  =  o.^  1600, 

OU,  en  prenant  les  logarithmes, 


[al]  =1,0476, 
[bl]  =  I ,  iiii, 
[cl]  =1,0191, 
[  II]  =  1 ,52i5, 


[as] 
[bs] 
[es] 
[Is] 
[ss] 


[art]  =  [0,2272],     [a6]  =  [1,6990],     [ac]  =  o,                   [a/]  =  [0,0202],  [as] 

[bb]  =  [o,'2ii9],     [6c]  =  [2,8235],     [6Z]  =  [0,0457],  [bs] 

[ce]  =  [0.3345],     [  c/]  =  [0,0082],  [es] 

[II]  =  [0,1823],  [Is] 


[ss]  = 


ir 


=  3,->.35i< 
=  3,344i; 
=  3,2457, 
=  4,6993, 
=  14,5245, 

=  [0,5099], 
=  [0,5243], 
=  [o,5i  i3], 
=  [0,6720], 
[T,  1621]  ; 


puis 

\bb.\]  =  [o,i8i5], 


[bc.i]  =  [2,8235], 
[ce.  i]  =  [0,3345], 


[cc.2j=  [0,3339], 


[bl.\]  =  [1,9034], 
[cl.  i]  =  [0,0082], 
[//.i]  =  [T,94oi], 

[c/.2]  =  [T,993o], 
[/^2]  =  [T,6524], 

[ll.l]  =  0, 


avec  les  éciuations 


[65.1]  = 

[C5.l]  = 
[/5.I]  = 
[55.1]  = 

[  C* . 2  J  = 
[/..2]  = 
[^^.2]  = 

[/*.3J  = 

[ssr.]  = 


[0,3776], 

[o,5i i3], 
[0,4298], 
[0,9202], 

[0,4971], 
[o, 1562J, 
[o,66o3]. 


eqi 


qui  donnent 


et  par  suite 


Z  =  [c/.2]  [1  ,6661], 

y  =  [bl.\]  [T,8l85]  -hz[2,6420— ], 

07=  [al     ]  [1,77^8] -+-7[T, 4718— ], 
a:  =[1,6726],        J  =  [î,7o5i],         ^  =  [7, 6591], 


X  =  2,471,         Y  =  3,55o,         Z  =  1,916. 

En  faisant  dans  ces  mêmes  équations 

[aZ]  =  i,         [6/]  =  o,  [c/]  =  o, 


d'où 


[bl.x]  =  [T,47i8  -J,         [c/.i]  =0,         [cl.i]  =  [2,ii38], 
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011  a 

(aa)  =  [T,8i33],         (ab) -^  [y, ,,.909-],         (ac)  =  [3,7799]; 

en  faisant  encore 

[al]=o,         [è/]  =  i,  [c/]  =  o, 

d'où 

[è/.l]=I,  [cl. l\  =  0,  [c/.'i]  =  [2,64'20  — ], 

il  vient 

(ah)  =  [1,2909  -],    (bb)  =  [T,8i9i],    (bc)  =  [2,3o8i  -]  ; 

faisant  enfin 

[al]=o,         [bl]=o,         [c/]=i, 
d'où 

[6/.i]  =  o,  [cl. l]  =  l,  [c/.2]  =  I, 

on  a 

(ac)  =  [3,7799],         (bc)  =  [2,3o8i  -],         (ce)  =  [Y, 6661]. 

Les  résidus  sont  alors 

A-,  =  0,0118,         A-2=o,oo32,         A'3  =  — 0,0044,         /c4=o,oo35, 

de  sorte  que 

So  =  [AA]  =  0,000  180,        m  =  0,01 34, 

et  finalement,  les  erreurs  moyennes  surX,  \,  Z  sont  (si  l'on  regarde 
les  formules  qui  les  donnent  comme  ayant  quelque  valeur  réelle) 

|jLx=  0,057,         {^¥=0,076,         |Jt.z=o,o38. 


CHAPITRE  X. 

THÉORIE   DE  L'INTERPOLATION, 


54.  Pour  achever  l'étude  qui  fait  l'objet  du  présent  Livre  II,  il 
nous  reste  encore  à  montrer  comment  l'on  peut  déterminer  numéri- 
quement les  perturbations  du  mouvement  képlérien.  Mais,  aupara- 
vant, il  est  indispensable  de  rappeler  quelques  points  essentiels  de 
la  théorie  générale  de  l'interpolation,  en  nous  bornant,  bien  entendu, 
aux  développements  strictement  nécessaires  en  vue  de  l'usage  ulté- 
rieur. 

D'une  façon  générale,  on  peut  définir  ainsi  l'objet  de  l'interpola- 
tion ;  si  l'on  envisage  une  fonction  y,  qui  ne  peut  être  connue  que 
par  l'observation  d'un  certain  nombre  de  ses  valeurs,  ou  bien  encore 
qui  est  d'une  forme  analytique  déterminée,  mais  trop  compliquée 
pour  être  utilisée  pratiquement,  il  V  a  lieu  de  remplacer  cette  fonc- 
tion par  une  autre  cp,  construite  suivant  certaines  règles,  d'une  façon 
partiellement  arbitraire,  et  se  prêtant  aisément  au  calcul.  En  faisant 
cette  substitution  dans  les  diverses  opérations  que  l'on  doit  effectuer 
sur  y,  on  commet  une  erreur  :  le  choix  de  la  fonction  d'interpola- 
tion o  doit  être  tel  que  cette  erreur  n'entache  pas  les  résultats,  au 
degré  d'approximation  que  l'on  veut  obtenir.  C'est  là  une  question 
qu'on  ne  peut  généralement  résoudre  avec  une  parfaite  rigueur,  à 
moins  qu'il  ne  s'agisse  de  fonctions/  particulièrement  simples;  on  ne 
peut  en  réalité  que  procéder  par  inductions,  fondées,  il  est  vrai,  sur 
l'expérience,  et  il  appartient  à  la  sagacité  du  calculateur  d'apprécier 
dans  chaque  cas  particulier  la  légitimité  de  ces  inductions. 

Considérons  d'abord  le  problème  de  Vinterpolation  parabolique. 
Soii  y  =f(x)  une  fonction  de  la  variable  indépendante  :r,  dévelop- 
pable  par  la  formule  de  Tajlor,  suivant  les  puissances  entières  et 
positives  de  x  —  a,  ou  plus  simplement  de  x,  ainsi  qu'on  peut  ton- 
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jours  le  supposer,  sous  la  forme 

ce  développement  est  supposé  valable  à  l'intérieur  d'un  certain 
domaine  D  qui  contiendra  toutes  les  valeurs  de  x  que  nous  devons 
considérer.  Nous  supposons  de  plus  qu'il  est  pratiquement  utili- 
sable pour  le  calcul,  de  sorte  que  les  termes  successifs  décroissent 
d'une  façon  suffisamment  marquée,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  appar- 
tenant à  D. 

Suivant  les  notations  habituelles,  on  a. 

/(«)(o) 


I  ,  2  .  3  ...  Al 


et  ce  coefficient  peut  être  appelé  la  variation  d'ordre  n  de  y, 
pour  œ  =  o. 

Supposons  counues  les  valeurs  Yq,  y^,  y^y  •  •  "  Xh  ^li^  prend  la 
fonction  }'  pour  certaines  valeurs  distinctes  Xi^,  x^,  x^,  -  -  -,  x^n  àe  \'d 
variable  x,  en  nombre  /i-(-i.  On  peut  alors  déterminer  les  /? -{- i 
coefficients  ao,  a< ,  a2,  ...,  an  en  fonction  de  ces  données  et  des 
coefficients  suivants  an+i,  <^u+2,  •••;  si  l'on  néglige  ensuite  ces  der- 
niers coefficients,  on  aura  pour  y  une  expression  approchée,  sous  la 
forme  d'un  polynôme  ^(x)  de  degré  7^,  prenant  les  mêmes  valeurs 
que  /(:r)  pour  x^=:x-y,  .r,,  ...,  Xn]  en  substituant  ce  polynôme 
à  /{x),  on  aura  pour  calculer  cette  fonction  une  formule  d'interpo- 
lation dont  l'erreur  est  évidemment  une  fonction  linéaire  et  homogène 
de  a,i^i,  an^2i  •••)  ^t  peut  être  sinon  évaluée,  du  moins  appréciée, 
quand  les  hypothèses  faites  ci-dessus  sont  vérifiées. 

Voici  comment  on  peut  diriger  le  calcul  que  nous  venons  d'indi- 
quer. Nous  nous  servirons  des  notations  suivantes  :  soient  a,  />,  c, 
d^  ...  des  valeurs  quelconques  de  x^  et  A,  B,  G,  D,  ...  les  valeurs 
correspondantes  de  j^;  faisons 

(AB)  =  ^,  (BC)  =  ^,  ..., 

a  —  b  b  —  c 

(AB)_^BG)^  (BC)-(CD)^  __^ 

a  —  c  b  —  a 

^^  (ABG)-^BCD)_  ,,^ 

a  —  d 
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de  sorte  que  le  calcul  successif  de  ces  diverses  quantités  se  présente 
de  la  façon  la  plus  simple. 

Oh  vérifie  immédiatement  que  l'on  peut  écrire 

(AB)=-A^  +  -5_, 
a  —  b        b  —  a  • 

ABC 


(ABG)  = 
(ABGD)  = 


{a  —  b){a  —  c)        {b  —  a){b  —  c)        (c  —  a)  {c  —  ô)* 

A B 

(a  —  b) (a  —  c)  {a  —  d)  ~^  {b  —  a){b  —  c){b  —  d) 
G D 

"^  {c  —  a){c  —  b){c  —  d)  '^  (d— a){d  —  b){d  —  cy 


de  sorte  que,  dans  ces  expressions,  on  peut,  en  raison  de  la  symétrie 
mise  en  évidence,  permuter  arbitrairement  les  lettres  A,  B,  C,  . . . 
qui  j  figurent. 

Nous  conviendrons  encore  de  désigner  par  S^  (a,  6,  c,  ,..)  la 
somme  des  combinaisons  complètes  p  sl  p  des  lettres  a,  b,  c,  . . .,  de 
sorte  que,  par  exemple, 

Si(«,  è,  c)  =  a -H  6  H- c, 

Szia,  b,  c)=  a--Jr  ab -h  ac -h  b^^  bc -{- c^, 


Écrivons  ialors  les  n-h  2  équatiofus 


yi=  «0+  «1^2+  a^xl-h  a^xl-h.  .  ., 
• > 

yn==  aQ-h  aiXn-^  «2^1  +  a^cc'^-^. . ., 
y  ^  aQ-\- aiX  -^  a^cr- -+■  a-sX^ -^ . . .; 

tout  revient  à  éliminer  Uq,  aj,  «2,  ,..,  an  entre  ces  équations.  On  j 
arrive  aisément  de  la  façon  suivante  :  en  retranchant  la  première  de 
chacune  des  autres,  on  élimine  a^,  et  en  divisant  les  résultats  par 
00 i  —  ocqJ X2  —  oCq,  , , . ,  a;  —  Xq,  on  a  les  nouvelles  relations 

(j'o/l  )  =  «!-+-  «2  Si  (-270,   ^1)  ■+■  «3  §2(^0,   ^t')  -+■"-, 

(yoyi  )  =  «1  —  «2  Si(^o,  ^2)  H-  «3  82(^0,  a:2  )  -H.  •  ., 


JKoJK/i)  =  «iH-  «2  Si(iPo,  ^n)  -+■  «3  S2(.ro,  a^n) 


232  CHAPITRE   X. 

En  procédant  exactement  de  la  même  façon  pour  éliminer  a,,  on 
obtient 

(jo  J^i  y-i)  =  ai -h  as  Sif^o,  ^1,  -272)  H-  «4  §2(^0,  ^1,  £Ci)  -h.  .., 

Continuant  encore  de  même,  on  obtient  finalement,  comme  résultat 
de  l'élimination,  la  relation 

(y yoyi  '.-  yn)  =  «,i+i  +  a„+2  Si(^,  ^o,  ^l,  ••.,  ^n) 

-h  an+zSi{X,  Xo,  Xi,   ...,  Xn) 


D'autre  part,  on  a  les  identités 

{x  —  xn   )(jro.ri  •••.r«   )  =  {y7ori-"rn-i)  —  {yoyi-'-rn    ), 

{X  -Xn-i)(yyoXl  ...Jn-l)  =  (jKrori  •••JK«-2)  — (joJKl  •••^«-1), 
• > 

(^  —  ^1)    (jKjojKi)  =(rro)  —  (ron)- 

et  l'on  en  tire,  en  tenant  compte  de  la  valeur  ci-dessus  de  (jyo.Ti  •  •  -y»)? 

r  =  yo+  (^  —  -^o)  «'jo  Ji  )-h{x  —  Xo)(x  —  ^1)  (JK0JK172) 

+  (37  —  a7o)  (^  —  .ri)  (a;  —  a^a)  ( JoJKir2 J3) 


+  (27  —  ^o)(^  —  ^i).-.(r—  -î^w-i  )  (  Jo7i72  •  •  •  J«  ) 

H-  (^  — ^o)('27— -^r,  )...(^  — ^„)  [«„+,+  an+2  Si(^,  .To,  ^1,   ...,  Xn) 

■+■  an-hS^ii^,  ^0,  ^l^  ■■•,  ^n) 

+ ] 

La  question  posée  est  ainsi  complètement  résolue  ;  le  polynôme 
d'interpolation  cd(^)  est  celui  que  l'on  obtient  en  laissant  de  côté  les 
termes  en  a«^,,  ci,i^2,  •••5  l'erreur  sur  y  est  représentée  par  l'en- 
semble de  ces  termes. 

Les  coefficients  Œq,  a^,  a<^,  ...  sont  ceux  que  fournit  le  développe- 
ment immédiat  de  C5(^)  suivant  les  puissances  de  x,  et  l'erreur  de 
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cliaciin  d'eux  est  en  évidenee;  celle  de  «„,  par  exemple,  est  de  la 
forme 

et  l'on  voit  qu'elle  est  diminuée  notablement  si  les  valeurs  ^O'  ^i,  ••  -, 
x,i  sont  choisies  de  façon  que  lenr  somme  soit  nulle. 

On  pent  juger  de  la  valeur  du  résidtat  par  la  façon  plus  ou  moins 
satisfaisante  dont  décroissent  les  termes  tels  que  aix^^  ou  plutôt  les 
termes  successifs  dont  se  compose  c5(:r)  pris  sous  la  forme  précé- 
dente jKoH-  (^  —  ^o){yoyi  )  -\~  •  •  ■•)  quand  oo  reçoit  les  valeurs  pour 
lesquelles  on  veut  interpoler.  Si  l'approximation  obtenue  n'est  pas 
suffisante,  il  convient  alors  d'augmenter  le  nombre  n,  si  toutefois  on 
en  a  la  liberté,  et  l'on  voit  que  la  formule  précédente  présente  un 
avantage  important,  puisque  les  calculs  déjà  faits  ne  sont  en  aucune 
façon  à  recommencer,  mais  seulement  à  compléter. 

On  peut  employer  le  polynôme  <d(x)  pour  effectuer  sur  f{x)  les 
opérations  de  différentiation  ou  d'intégration;  mais  nous  n'insiste- 
rons ]»;is  MIT  ce  point,  qui  sera  développé  plus  loin,  suivant  les 
méthodes  du  calcul  des  différences. 

Application.  —  On  donne  les  valeurs  correspondantes 

O  /  ,1 

Xi=      10,0600,        J'i  =    8.25.45,4, 

37-2  =  —  11,9708,  JK2  =  If>'  ï8.     6,2, 

^3=  3,0432,  JK3=     9.11.13,0, 

^4  =  —    6,6954,  J4=10.    0.49,3, 

et  l'on  demande  de  calculer  les  variations  première  et  seconde 
de  y  pour  ,ro  =  0.'  (Ces  données  sont  empruntées  au  travail  de 
M.  R.-T.  Grawford  consacré  à  des  applications  de  la  méthode  de 
M.  A.-O.  Leuschner  pour  la  détermination  des  orbites.  Publications 
of  tlie  Lick  Observatory,  vol.  VIT.)  On  a  ici 

«1  =  iyoyx)  —  ^iiyoyyVi)-^  a^iXiiyoyiV^yz)  —  ;^i-^2^3(jo/ir2r3j'J. 
«2  =  (jKo  jijKa  )  —  (^1  +  ^2)  {yoyiy^y^) 

4-  (  .27 1  X2 -+-  ^1  ^3  -  t-  -2:2 -273  )  (  JKO  Jl  r  2  J '3/4  ), 

et  l'on  trouve  successivement,  de  la  façon  la  plus  simple,  en  prenant 


-234  CHAPITRE   X. 

la  seconde  pour  unité  de  y  : 

iyoyO  =^  [2,574307  -],       (yoyiyt)  =  [0,76^^1  — ], 

(7172)  =  [2,48568i— ],  (71^273)  =  [0,74128—], 
(72^3)  =  [2,426995— ],  (^273^4)  =  [0,86118— ], 
(7374)  =  [2, 485 180 -], 

(joriyiyz)  =  [2,9557],  (JK071JK27374)  =  [3,3292  — ], 

(717273^4)  =  [îjOigS], 

■et  par  suite 

«1=  [2,51678— ],  a2=  [0,72790— ]. 

On  peut  vérifier  le  calcul  en  déterminant  encore 

«3=  [2,9672],        «4=  [3,3292 —], 

et  constatant  que  le  polynôme 

prend  bien  les  valeurs  j/*i,jk2,  737  ^4  pour  ^j,  ^27  ^3î  ^4- 

55.  Quand  on  connaît  la  fonction /(^)  par  sa  définition  analytique, 
et  lorsque  le  nombre  n  est  suffisamment  grand,  il  est  souvent  possible 
d'apprécier  plus  exactement  l'erreur  due  à  l'interpolation  parabo- 
lique, en  se  rendant  compte  de  l'ordre  de  grandeur  du  coefficient  a,i 
par  la  recherche  de  sa  valeur  asymptotique  :  d'une  façon  générale,  si 
F (71)  est  une  fonction  du  nombre  positif  très  grand  n,  on  appelle 
valeur  asymptotique  de  F(/i)  une  valeur  approchée  F'(/z)  de  cette 
<juantité  telle  que  l'on  puisse  poser 

F(/i)  =  F(n)  (!-+-£), 

£  tendant  vers  zéro  lorsque  n  devient  infini. 

Nous  allons  résumer  ici  très  brièvement,  d'après  les  travaux  bien 
connus  de  G.  Darboux,  de  J.-B.  Flamme  et  de  M.  M.  Hamy  ('),  l'en- 


(*)  G.  Darboux,  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  3*  série,  t.  IV, 
1878;  M.   Hamy,  ibid.,  6«  série,  t.  IV,    1908;  J.-B    Flamme,  Annales  de  V Observa- 
toire de  Bordeaux,  t.  II,    1887. 
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semble  des  règles  qui  pourront  nous  être  utiles,  maintenant  et  dans 
la  suite,  dans  la  recherche  de  quelques  valeurs  âsjmptotiques. 

Rappelons  d'abord  quelques  propriétés  élémentaires  de  la  fonction 
€ulérienne  V^x).  Si  n  est  un  entier  positif, 

r(/i)  =  I  .2.3  .. .  (n  —  i), 
r(ir  -f-  /i)  =  x(.x  -h  i)  (^  H-  2) .  . .  (.r  -i-  n  —  i)  T{x); 

en  particulier, 

r(i)  =  i,       r(2)  =  i,       r(^i)=/^,       r(^_i^=_2/r. 

La  fonction  r(^)  admet  comme  points  singuliers  les  pôles  simples 
^  =  0,  —  I,  —  2,  —  3,  ...,  et  Al  désignant  un  entier  positif  ou  nul, 
le  résidu  relatif  au  pôle  x  =  —  n  a  pour  valeur 


r(/i-+-i) 


D'après    la    formule    dite    de    Stirling,    la    valeur    asjmptotique 

de  r(/?  -\-x)  est 


1 

n-\-x  — 

'ÀTZ  e-"  n  ^ 


{e  désignant,  comme  d'habitude,  la  base  des  logarithmes  hyperbo- 
liques), et  par  suite,  on  a  asjmptotiquement  encore 


Considérons  maintenant  l'expression 

l'exposant  a  est  une  quantité  réelle  quelconque,  et  s'il  n'est  pas 
entier,  y  a  la  détermination  qui  se  réduit  à  i  pour  ^  =  o.  En  suppo- 
sant le  module  de  z  inférieur  à  celui  de^o?  cherchons  le  coefficient  a« 
de  z"-  dans  le  développement  de  y  suivant  les  puissances  croissantes 
de  ^  ;  on  a 

_  (— i)«  a(a  —  i)(a  —  2). ..(a  —  /H-i)_    i  T(n  —  a) 

^''  ~  ~~F^  1.2.3. ..n  ;ig  r(— a)r(AH-i)  ' 
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et  par  suite,  la  valeur  asjmptotique  de  a^  est 

I     n-i-a 

en  supposant,  bien  entendu,  que  a  n'est  pas  un  entier  positif  ou  nul. 
En  dérivant  k  fois  l'expression  de  y  par  rapport  à  a,  et  faisant  de 
même  pour  celle  de  an,  on  voit  que  la  valeur  asymptotique  du  coeffi- 
cient a!^^  de  5"  dans  le  développement  de 

--(-ir'-'(-i) 

L  est  la  caractéristique  des  logarithmes  hyperboliques,  et  la  déter- 
mination de  L  f  I J  est  celle  qui  se  réduit  à  zéro  pour  ^  =  o      est 

égale,  si  a  n'est  pas  un  entier  positif  ou  nul,  à 

et,  dans  le  cas  contraire,  à 

(■_  iy.-f-a 

^ j^ A-  r  (  a  +  I )  n-  1-a  V- 1  a . 


•0 


De  la  même  façon,  si  l'on  fait  maintenant 

et  que  l'on  développe  cette  expression  suivant  les  puissances  de  -? 
sous  les  mêmes  conditions  de  légitimité  que  précédemment,  on  aura, 
pour  valeur  asymptotique  du  coefficient  de  — >  la  même  expression 

que  ci-dessus,  Zq  étant  changé  en  —  ;  et  la  dérivation  par  rapport  à  a 

conduira  aux  mêmes  conséquences. 

Soit  alors  une  fonction  développable  en  série  de  Taylor,  ou  plus 
généralement  en  série  de  Laurent,  sous  la  forme 

/(2)  =^^n^", 

n  prenant  toutes  les  valeurs  entières  positives  ou  non.  Cette  série 
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double  est  convergente  tant  que  le  point  représentatif  de  la  variable 
complexe  z  reste  compris  à  l'intérieur  d'une  couronne  limitée  par 
deux  circonférences  ayant  pour  centre  l'origine. 

Pour  trouver  la  valeur  asjmptotique  du  coefficient  a^  n  étant 
positif  très  grand,  il  suffit  de  considérer  les  points  singuliers  de  la 
fonction  situés  sur  la  circonférence  extérieure.  Soit  Zq  l'un  d'eux,  et 
supposons  que,  dans  le  domaine  de  Zq,  la  fonction  soit  développable 
sous  la  forme  d'une  somme  de  termes  tels  que 


(l'exposant  à  étant  quelconque,  tandis  que  k  est  entier  positif  ou 
nul);  soit  K,i  la  valeur  asjmptotique  du  coefficient  de  z^  dans  ce 
terme.  La  valeur  asjmptotique  de  «„  sera  la  somme  des  quantités  A„ 
qui  sont  de  l'ordre  de  grandeur  le  plus  élevé  par  rapport  à  n.  Si  l'on 
se  borne  au  cas  très  général  où  il  n'j  a  pas  de  termes  logarithmiques, 
il  suffira  donc  de  prendre  la  somme  des  quantités  A„  qui  correspon- 
dent, pour  les  différents  points  singuliers  ij^,,  à  la  valeur  minima  (non 
entière  positive  ou  nulle)  des  exposants  a. 

De  même,  pour  trouver  la  valeur  asjmptotique  du  coefficient  a_„, 
ji  étant  toujours  positif  très  grand,  on  considérera  les  points  singu- 
liers situés  sur  la  circonférence  intérieure  qui  limite  le  domaine  de 
convergence  de  f{z),  et  si  la  fonction  est  développable  dans  le 
domaine  de  chacun  d'eux  sous  la  forme  d'une  somme  de  termes  tels 


que 


-20  \  "  .   '   /  >3o 


on  appliquera  la  même  règle,  A^^  désignant  cette  fois  la  valeur  asjmp- 
totique du  coefficient  de  —  dans  l'expression  ci-dessns. 
Considérons  enfin  l'intéorale 


K=Jf{z)^n^Z)dz, 


et  indiquons-en  la  valeur  asjmptotique  quand  n  est  un  nombre 
positif  quelconque  très  grand,  sous  certaines  conditions  que  nous 
allons  énoncer. 

L'intégrale  est  prise  suivant  un  certain  chemin  G  tracé  dans  le 
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plan  qui  sert  à  représenter  la  variable  complexe  z  ;  on  suppose  qu'il 
existe  sur  ce  chemin,  ou  sur  un  chemin  équivalent  au  point  de  vue 
de  l'intégration  et  qu'on  lui  substituera,  un  point  d'afïixe  «,  tel  que 
le  long  de  G  le  module  de  la  fonction  o(^)  soit  inférieur  à  celui 
de  co(a);  on  suppose,  en  outre,  les  fonctions /( 5)  et  9(5)  holomorphes 
dans  le  domaine  du  point  a  ;  enfui  a  est  racine  simple  de  la  dérivée 
o  [z)  de  9(2),  et  n'annule  pas/(3). 

Si  le  point  (a)  n'est  pas  une  extrémité  du  chemin  G,  la  valeur 
asjmptotique  de  l'intégrale  J«  est  alors 

en  désignant  par  ^" {z)  la  dérivée  seconde  de  «(s);  pour  préciser 

complètement,  ajoutons   que  l'argument  du  radical  4  /  —   '„        qui 

figure  dans  cette  formule  diffère   (à  un  multiple  de  2t:  près)  d'un 

angle  inférieur  en  valeur  absolue  à  y  de  l'argument  de  la  direction 

de  la  tangente  en  (a)  au  chemin  G,  menée  dans  le  sens  de  l'inté- 
gration. 

Si  le  point  [a)  est  l'une  des  extrémités  du  chemin  d'intégration,  la 
valeur  asjmptotique  précédente  doit  être  diminuée  de  moitié.  Bien 
entendu,  si  le  chemin  G  passe  par  plusieurs  points  tels  que  (a), 
pour  lesquels  cp(^)  a  un  même  module  maximum,  il  faudra  faire 
la  somme  des  expressions  précédentes  relatives  à  chacun  de  ces 
points. 

06.  Dans  le  problème  de  l'interpolation  périodique^  la  fonc- 
tion y(^)  à  interpoler,  supposée  réelle  et  dépourvue  de  singularités 
dans  le  domaine  réel,  admet  une  période  que  l'on  peut  toujours 
prendre  égale  à  'àtz,  et  par  suite  est.développable  en  série  de  Fourier 
sous  la  forme 

y  =  f(^x)  ■=  ao+  2ai  cosx  H-  'la.^  cosix  -\-  iol^  cos3.r  -+-... 
-4-2^1  sin^  -hal^a  s'xnix  -^  i^^  sinSa?  -4-. . . , 

toujours  convergente  pour  les  valeurs  réelles  de  x.  Gomme  précé- 
demment, on  suppose  ce  développement  pratiquement  utilisable 
.pour  le   calcul,  c'est-à-dire  que  les  coefficients   a^,    '^n  décroissent 
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avec  une  rapidité  suffisante,  au  moins  à  partir  d'un  certain  rang  peu 
éloigné. 

Si  l'on  pose 

en  désignant  par  e  la  base  des  logarithmes  hyperboliques  et  par  i 
l'imaginaire  sj —  i ,  on  peut  écrire  aussi,  sous  la  forme  d'une  série  de 
Laurent, 

n  prenant  toutes  les  valeurs  entières,  positives  ou  non,  et  l'on  a,  en 
supposant  maintenant  n  non  négatif. 

Dans  les  questions  que  nous  aurons  à  traiter,  la  fonction y(^)  sera 
donnée  par  sa  forme  analytique,  et  par  suite  on  peut  choisir  à 
volonté  les  valeurs  de  x  pour  lesquelles  on  considère  la  fonction  y 
comme  connue  :  on  trouve  alors  le  plus  grand  avantage  à  prendre 
pour  ces  valeurs  les  termes  d'une  progression  arithmétique  dont 
la  raison  est  commensurable  avec  la  circonférence.  Si,  d'ailleurs,  on 
restait  dans  le  cas  général,  il  serait  aisé  de  ramener  le  ])roblème  à 
celui  de  l'interpolation  parabolique. 

Soient  donc  x^  un  angle  quelconque,  et  w  un  angle  commensurable 
avec  71,  tel  quepto  soit  le  premier  multiple  de  cet  angle  qui  soit  égal 
à  un  multiple  de  2-;  et  faisons 

Xk  :=  ro  H-  /i  Cl)  ; 

en  donnant  à  A*  les  />  valeurs  o,  i ,  2,  ...,/?  —  i ,  on  a  pour  x  autant 
de  valeurs  distinctes,  c'est-à-dire  incongrues  suivant  le  module  211. 
En  d'autres  termes  encore,  si  l'on  marque  sur  le  cercle  trigonomé- 
trique  élémentaire  les  extrémités  A^  des  arcs  Xk^  on  obtient  p  points 
distincts  qui  sont  les  sommets  d'un  polygone  régulier  de/>  côtés. 

Nous  supposerons  connues  les  valeurs  yn  de  j\x)  qui  correspon- 
dent aux  valeurs  Xk  de  x. 

Si  y  est  un  entier  quelconque,  la  représentation  géométrique  pré- 
cédente rend  évidentes  les  égalités 

^  cos 

j^  sin 


V^  cos /   .  cos /   . 

^  ^  %\Vi.V  ^  sin  ^-^ 
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suivant  que  y  n'est  pas  ou  est  divisible  par  /?;  les  sommations  sont 
étendues,  comme  dans  ce  qui  suivra,  à  toutes,  les  valeurs  de 
l'indice  k. 

Si  l'on  tient  compte  encore  des  relations  telles  que 

1  coshx  cosjx  =  cos(h-{-j)x -h  cos(h — j)^, 

et  que  l'on  forme  les  sommes  ^y^^  .  \jxh,  on  obtient  immédiate- 
ment, en  se  limitant  aux  valeurs  entières  de  j  non  négatives  et  non 
supérieures  à ->  les  relations  fondamentales  suivantes  : 

1  2 

ay  =  -  ^jKA-cosy>A-—  (a/,_y+  a^+y)  cos/>a7o— (a2p-y-H  ^ip+j)  cos2/?^o— ••• 

P  ^^ 

?y=  ^  ^7/c  siny^/,—  (  y.p-j—  o^p+j)  sin p Xq—  {xzp^j—  y^^p-hj)  sin2pxo—... 

p  ^md 

-+-  (  ^p-j  —  Pp+y)  cos/> ^0 -H  (  ^ïp -j  —  hi>+j )  cos ip Xo—.. . . 

Si  donc  p  est  d'abord  impair,  de  la  forme  2</  +  i,  on  détermine 
ainsi  les/?  coefficients  ao,  a,,  ao,  .  .  .,  a^,  j^,,  f^^,  .  .  .,  j3^  en  fonction 
des  données  et  des  coefficients  d'indice  supérieur  a^^,,  [3^^,,  ...  ;  en 
négligeant  ces  derniers,  on  obtient  une  série  de  Fourier  limitée  qui 
fournit  la  formule  d'interpolation  cherchée.  Les  erreurs  commises 
sont  en  évidence,  et  l'on  voit  que  si  l'on  admet  la  décroissance  régu- 
lière des  coefficients  a„,  '^^  d'indice  supérieur  à  ^,  les  erreurs  sont 
d'autant  plus  petites  que  l'indice  y  est  lui-même  plus  petit. 

En  particulier,  pour  y  =  o,  l'erreur  commise  sur  ao  en  prenant 

pour  ce  coefficient  la  quantité  -  2.  Xh-,  c'est-à-dire  la  moyenne 
arithmétique  des  yk-,  a  pour  partie  principale 

—  2y.pC0spxQ — i^p  sinpxo. 

Si,  maintenant,  on  suppose  p  pair,  de  la  forme  2  g,  rien  n'est 
changé  à  ce  qui  précède  tant  que  l'indice  y  n'est  pas  égal  à  q  ;  mais 
pour  y  =  g,  les  deux  relations  générales  se  réduisent  à 

2 a.ç  cos çxq-^  i^q  sin  q Xq 

=  -^  (—  i)^  yk—  {'i<^3q  cos3  q  Xo-+-  2  ^3ç  sin'è  q  Xq)  — .  .., 
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et  établissent  simplement  entre  a^  et  ^q  une  relation  dont  l'erreur  est 
de  l'ordre  de  7.3^. 

Si  l'on  choisit  o^q  =  o,  ou  bien  Xo=  —t  les  formules  précédentes  se 

simplifient;   en  particulier,  si  p  est  pair,  on  peut  ainsi  déterminer 
cf.g  OU  ^q  suivant  le  cas. 

L'application  des  formules  ne  demande  aucune  précaution  spéciale  : 
il  suffira  d'effectuer  les  opérations  très  simples  indiquées,  en  prépa- 
rant une  fois  pour  toutes,  quand  Xq  et  to  sont  choisis,  le  tableau  des 
multiplicateurs  cosj'xk  et  siny^rA-  Afin  de  réduire  au  minimum  le 
nombre  de  ceux  de  ces  multiplicateurs  qui  sont  distincts,  au  signe 
près,  il  sera  manifestement  avantageux  de  faire  ^0  =  o  et  de  prendre 

(i)  =  — -y  p  étant  un  multiple  de  4-  C'est  ainsi  que  pour  p  =  16,  on 
P 


(ourra  écrire 


Xk=- 


0°;  22°,  5;  45";  67°,  5  ;  90^;  11-2%  5;  iSô";  137%  5;  180'^; 
202",  5;  225";  247^,5;  270°;  292°,  5;  3 15";  337^,5; 


puis,  poury  =  1,  2,  3,  4,  3,  6,  7, 

les  multiplicateurs  ay,  P*  ajantles  valeurs  indiquées  dans  les  Tableaux 
suivants,  où  l'on  a  fait 

X  =  cos45°;         [JL  =  co5  22°,  5;         v  =  sin22*^,  5. 


ANDOYER 
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o I  I                   I  I                    1                     I                    I 

I......  \i.  X              V  o            — V  — X  — |x 

2 X  o  —  X  —  I  —  X           o             X 

3 V  —  X  —  p,  o              ]x              X            — V 

4 o  —  I            o  I               o  —  I             o 

5 —  V  —  X            \L  o  —  [x           X              V 

6 .... .  —  X  o              X  —  I            [X              o  —  X 

7 —  V-  ^  —  ^  o              ^'  —  X           \i 

8 — I  I  —  I  I  —I             [  —i 

9 —  H-  X  —  V  o              V  —  X           (ji 

10 —X  o              X  — I            X  o  —X 

II —  V  —  X           iji  o  —  [i.           X              V 

I?. o  —  I            o  I              o  —  I            o 

l3 V  X  —  [JL  o                      {i.                      X  V 

i4 X  o  —  X  —  1  —  X            o              X 

i5 fji  X              V  o  —  V  — X  —  \^' 
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Ls  seules  multiplications  à  effectuer  sont  donc  celles  de  y2^  JKo? 
.)'.o>  J'i',  par).,  et  celles  de  r,,  j';,,  y^,  j'7,  .,)'<..,  Jn,  J'«3,  ris  par  X,  [Ji,  v  : 
tout  le  calcul  se  réduit  ensuite  à  des  additions,  dans  lesquelles  les 
termes  se  répartissent  d'eux-mêmes  en  groupes  qui  se  répètent,  et  à 
des  divisions  très  simples. 

Si  la  fonction /(:2?)  est  paire,  les  coefficients  '^^  sont  tous  nuls; 
rien  n'est  changé  au  calcul  précédent  si  l'on  prend  toujours  Xq  =  o 

et  il) '-= — ,  p  étant  pair,  égal  à  2q;  on  ne  connaît  alors  en  réalité 
P 

que  q -\- i  valeurs  distinctes  de  y,  puisque,  k  étant  positif  et  infé- 
rieur à  ^,  on  a  )'p__/f  =  y/f,  et  l'on  peut  déterminer  les  coefficients 
ao.  a,,  ...,  a,/;  comme  on  a  aussi  cosjXp_f(=  cosj'j/,^  on  voit  que 
dans  les  sommes  7  y/^  cos/x;;,  on  peut  supprimer  les  leriiics  qui  cor- 
respondent aux  indices  r/  +  1 ,  ^  +  2,  ....  2  ^  —  i ,  en  ayant  soin  de 
doubler  ceux  qui  correspondent  aux  indices  i,  2,  ...,  cj  —  i . 

De  même,  si  la  fonction  f{x)  est  impaire,  les  coefficients  a„  sont 
tous  nuls,  et  en  prenant  toujours  les  mêmes  valeurs  de  Xq  et  to,  rien 
encore  ne  sera  changé  au  calcul  ;  on  ne  connaît  ici,  en  réalité, 
que  q  —  1  valeurs  distinctes  de  y,  puisque  l'on  a  y^^zypz^zo^  et, 
dans  les  mêmes  conditions  que  plus  haut  pour  k^  y p_k^=^ — yu\  par 
suite,  on  ne  peut  déterminer  que  les  coefficients  [3,,  j3o,  ....  ,3/y_i. 
Dans  les  sommes  ^  JV,  siny-x^A,  les  termes  qui  correspondent  à  k  =-  o 

ou  k  =  p  disparaissent,  et  les  autres  sont  encore  égaux  deux  à  deux. 

Des  simplifications  analogues,  dans  le  détail  desquelles  il  est 
inutile  d'entrer,  se  présenteront,  par  exemple,  si  la  fonction /(j;)  se 
reproduit  ou  ne  fait  que  changer  de  signe  quand  on  augmenter  de t, 
c'est-à-dire  quand  son  développement  ne  dépend  que  des  multiples 
pairs  ou  impairs  de  x. 

Gomme  dans  le  cas  de  l'interpolation  parabolique,  on  pourra  se 
rendre  compte  de  l'ordre  de  grandeur  de  l'erreur  commise  en  déter- 
minant, quand  c'est  possible,  la  valeur  asjmptotique  des  coefficients 
7.;^  et  p„  ;  il  suffira  pour  cela  de  déterminer  la  valeur  asjmptotique  du 
coefficient  «„  de  la  série  de  Laurent  équivalente,  d'après  les  principes 
rappelés  ci-dessus;  on  a,  en  effet, 

de  sorte  que,  d'après  les  hypothèses  faites,  a^^  est  la  partie  réelle  de  a„, 
tandis  que  ^n  est  le  coefficient  de  i  changé  de  signe. 
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Nous  avons  déjà  vu  que  le  coefficient  ao  avait  pour  valeur  approchée 
le  nombre  très  simple  -  /^yki  avec  une  erreur  dont  la  partie  princi- 
pale est  —  2a^,  quand  on  prend  ;ro  =  o  ;  ce  résultat  est  particulière- 
ment important,  car  on  a,  comme  l'on  sait, 


271 


on  a  donc  ainsi  un  moyen  très  simple  de  calculer  une  valeur  appro- 

/(^)^-^?    ^^   fonction  f{x)    admettant    la 

0 

période  27:;  l'erreur  est  très  petite  dès  que/>  est  suffisamment  grand, 
et  peut  d'ailleurs,  dans  beaucoup  de  cas,  être  appréciée  comme  nous 
venons  de  le  dire. 

Avant  d'appliquer  ce  qui  précède  à  un  exemple,  faisons  encore 
observer  que  l'on  peut  sans  peine  étendre  la  méthode  d'interpola- 
tion que  nous  venons  de  développer  au  cas  d'une  fonction  de  deux 
variables  :  il  n'y  a  d'autre  difficulté  que  la  longueur  des  calculs.  Sup- 
posons qu'une  fonction  y  =/(^,  x')  de  deux  angles  x  elx\  analogue 
à  la  fonction  f{x)  considérée  précédemment,  soit  développable  sous 
la  forme 

^  =  «0  -H  2ai  cosa?  -+-  ICL2.  ces 2,^  -\- ...-{-  i^^\  sïnx  -{-  1'^^  s\nix  -\- . . . , 

les  oLi  et  pj  étant  eux-mêmes  de  la  même  forme  par  rapport  à  x' .  On 
choisira  p  valeurs  de  x  telles  que  Xk=^  Xq-\-  kiù^  comme  plus  haut, 
et  jo' valeurs  de  x'  de  la  forme  analogue  x'i^,=::  x'^-\-  k' iù\  et  l'on  se 
donnera  les  pp'  valeurs  de  y  qui  correspondent  aux  combinaisons 
des  Xji  avec  les  x'j,,]  pour  chaque  valeur  de  k' ^  on  a  /?  valeurs  de  y  qui 
permettent  de  calculer  les  valeurs  numériques  correspondantes  des 
premiers  coefficients  a/,  p^  comme  précédemment;  et  l'on  a  ainsi,  pour 
chacun  de  ces  coefficients,  p  valeurs  particulières  qui  permettent  d'en 
obtenir  finalement  le  développement. 

Application.  —  Soit  la  fonction 

f{x)=   — L===     ik<i) 

y/i  —  K^  sin^a? 

développable  sous  la  forme 

ao-l-  2a2  COSIX  -H  2 «4  cos4^  -\-  2ocq  cos6a7  + 
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îtTT 


En  prenant  Xq  =:  o ,  to  =^  —^  j  i\  suffit  de  calculer  yo,  fi,  y  21  JKsj  y  à, 

y  h ,  y  a  pour  ^  =  o^,  1 5",  3o",  45",  60°,  75°,  90*^  ;  et  l'on  a  immédiate- 
ment les  formules 


6ao 


I2ai2  = 


-70  +  ^2 -4-^4-+-  ^Jg)   +(7i-^73+>5), 
^  70  +  JK2  +  74  +  ^  J'g)   —  (  Jl  +  r  3  +  J5  ), 


I2a2   =       (ro-+-y2  — 74  — Je)       +(ri— 75)v/3', 
i2aio=       (yo  +  JK2  — 74  — JKs)       — (yi  — 75)v/3, 

I2a4    =         (jf^  —  y^^  —  y^^y^)         _+-  (  jf  _  2  J3 -h  Jg), 
I2a8    =         (ro  — J2  — ^4  +  76)  —  (ri—  ^^r3  +  j5), 

6^6  =  (^70-^2  +  74— :^y6J; 

les  parties  principales  des  erreurs  commises  sur  les  coefficients  ao, 
ao,  a/,,  oLc,  ag,  a,o,  a,2  sont  d*ailleurs  respectivement  —  2^2 'n  —  '^•22 > 
—  aoo,  —ai 8,  —a» G,  —  ^-i'n  —^30-  On  a,  au  surplus, 


2    r  dx 

«0=  -   /        ,  = 


X 


Faisant  /r=:o,8,  et  calculant  avec  des  logarithmes  à  huit  décimales^ 
on  a 

yi=  l  ,022l5o8^ 
72=  1,0910894, 
JK3=  1,212(5781, 

J^4=:    l  ,3867505, 

75=  i,57-'>4932, 

^6  =    '  ,6666667, 

•    (75  — 7i)/^  =  0'9584i72, 
et,  par  suite, 

ao   =1,2702492,  ao   =  —  0,1600621, 

«4   =0,0300929,  ag   =  —  0,0062787, 

ag  =0,0013783,  «10  =  —  0,0003239, 

aj,  =  0,0000709. 

D'après  la  décroissance  régulière  de  ces  coefficients,  on  prévoit 
que  les  erreurs  doivent  être  insensibles,  sauf  sur  a,o,  ag  et  peut-être 


l 
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aussi  ag.  C'est  ce  qu'il  est  facile  de  vérifier  par  un  calcul  direct.  Si, 
en  effet,  l'on  pose 


k'=^L-A^, 


l  —  k' 


1.3.5..  .{in  —  i) 


(Po  =  i), 


\->t-  k'  '2  .  4  .  6  ...  2  Al 

'on  a,  k  n'étant  pas  petit,  d'après  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

2(-iy 


y.ij  = 


I  -\-  k 


-YPjvJ  -H  Pi  i-y+,  -/.y+2  _4_  P2  Vj^.^'aJ+^  -i- .  • .]  ; 


le  calcul  est  fort  simple  ici,  puisque  k'  =:^  0,6,  x  =  y  »  et  l'on  trouve 


■  ^'5^ 

''  —  4' 

«0  =  1,2702492, 

Otg     =  " 

-0, 

1600G20, 

(/.;     =  0.0300927, 

^G     =• 

-0, 

0062778, 

as   =  0,0013744, 

a,o  = 

—  0. 

,ooo3o94, 

ai2  =  0,0000709, 

ai4  = 

0 

,0000165, 

aie  =  0,0000039, 

ai8  = 

—  0 

,0000009, 

3^20  =  0,0000002, 

ce  qui  vérifie  tout  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus. 

Cherchons  encore  la  valeur  asvmptotique  du  coefficient  a2«  ;  en 
faisant  ici  ^  =  e-'-*,  on  a 

d'ailleurs,  en  posant  A'  =  sino,  on  a  immédiatement 


f{x)=   Séc2^(   14- 


de  sorte  que  le  développement  de  /(^),  suivant  les  puissances  de  s, 
est   convergent   dans   la   couronne  limitée   par  les  deux  cercles   de 

rayons  tang-  -  et  cot^-;  sur  le  cercle  extérieur,  on  a  le  seul  point  sin- 
gulier ^0  =  —  cot-  -,  et,  par  suite,  il  vient  asjmptotiquement,  d'après 
la  règle  du  numéro  précédent, 

( —  I  yi  CD    /— : — 

tang2«  ±  y/seccp; 


a2«  = 
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si,  par  exemple,  dans  le  cas  actuel,  on  fait  ii  =  9,  on  a  ainsi 

t 

«ig  =  —  —=.  =  —  0,0000009, 

3  X  2'8  ^o,6tc 

comme  ci-dessus;  pour  ?i  =z 'j  ^  on  a  de  mêmea,/,=  —  0,0000168; 
mais  l'approximation  ici  obtenue  est  loin  d'être  toujours  aussi 
grande. 

o7.  Les  calculs  relatifs  à  l'interpolation  périodique  peuvent  être 
dirigés  d'une  façon  différente,  quelquefois  plus  avantageuse. 

Si  l'on  ignore,  en  effet,  le  rang  p  des  derniers  coefficients  à  déter- 
miner pour  obtenir  le  degré  d'approximation  que  l'on  recherche,  on 
est  exposé  soit  à  choisir  a  priori  p  trop  grand,  et  à  faire  alors  des 
calculs  inutiles,  soit  à  choisir  p  trop  petit,  et  par  suite  à  se  trouver 
dans  l'obligation  de  recommencer  le  calcul.  Pour  éviter  cet  inconvé- 
nient et  retrouver  les  avantages  que  nous  avons  reconnus  à  la  formule 
générale  de  l'interpolation  parabolique  établie  ci-dessus,  on  peut, 
d'après  Le  Verrier,  procéder  de  la  façon  suivante. 

Choisissons  les  valeurs  de  x  pour  lesquelles  la  fonction  y=zf(^x) 
est  supposée  connue,  sous  la  forme  Xfi^=  aAco,  k  recevant  les  valeurs 
o,  ±1,  =t:2,  iii3,  ...,  jusqu'à  zbjo,  et  w  étant  un  angle  dont  les 
multiples  d'ordre  élevé  seuls  peuvent  se  rapprocher  sensiblement  d'un 
multiple  de  -n:.  Faisons 

D2jK/c  =     Dvk  —  2  cos  2  W     D^;t-l  -H  ^y/c-i, 


jusqu'à 


DPyk  =  D^'~*yA—  2  cos(2/>  —  2)  D/'-ij-yt-i  -+-  D/'-' j-yt-,; 


dans  cette  dernière  formule,  k  ne  pourra  recevoir  que  les  valeurs  p 
el  p  —  I,  manifestement. 

On  vérifie  immédiatement,  en  allant  de  proche  en  proche,  la  for- 
mule générale 

D^JA=  (—  4)'i'2  ^'"*^-^*  —  ^r  4-  i)w  sin(y  _  ^  +  2)10  . . . 
;■ 
X  sin(y  -h  q  —  2)10  sin(y-h  q  —  i)w 

X  [ay  sinj(2k  —  2q  -t-  l)a)  —  pycosy  (2^-  —  2q  -+■  l)w], 
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en  supposant  toujours  le  développement 

f{x)  =  ao  H-  2%   (ay  cosj'x  -h  (Ey  sinya;), 
J 

de  sorte  que  l'indice  y  prend  toutes  les  valeurs  positives  entières. 

En  faisant  dans  cette  formule  /{=  q  el  k=  q  —  i,  et  combinant  les 
résultats  par  addition  et  soustraction,  on  a  encore 

J 
X  sm(j  —q-\-i)iiisin(j  ~  g  -\-2)(ù...  sin(j-\-q—i)(i}^ 

J 
X  siii(y—  ^+  i)a>sin(y  —  ^r  -1-  2)a).,,sin(y-f-^  —  i)w. 

Posons  alors 

P^=  ( —  4)^  sino)  sin2w  sin3w...sin(2^  —  i)a>, 


puis 

''^       sïnqifi.Fq  ^^       cosqùi.Pq^ 

et  généralement 


X, 


to 


^  '         sin{q -h  n  —  i)a)  sin/ico 


avec 


'         "^'^        cos(^-l-n  —  i)w  sin/iu>  ' 


On  aura 

p^  =  ^^  5!Zil_5!Zî=i  +  f,(i)  p^^,  +  j,(.)  p^^,  ^ . . . . 

Faisant   successivement   q  =  p^  p — i,  p  —  2,  ...,  2,  i,  et   écri- 
vant enfin 

«0  =  J^o—  2ai—  2a2—  2a3  — .  .  ., 

on  voit  que  Ton  exprime  les  coefficients  ao,  a,,  a2,  ...,  '"'•;,, 
p,,  [32,  ...,  ^p  en  fonction  des  données  et  des  coefficients  suivants, 
sous  une  forme  qui  présente  les  mêmes  avantages  que  la  solution  pré- 
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cédente  du  problème  de  l'interpolation  parabolique.  En  admettant  la 
décroissance  régulière  des  coefficients  à  partir  d'un  certain  rang  peu 
éloigné,  le  calcul  successif  des  quantités  D^y^  et  D^y^_,  montre  le 
rang  p  auquel  il  convient  de  s'arrêter  pour  pouvoir  négliger  a^.^,, 
'^pj^Kt  . . .,  et  l'on  obtient  ensuite  très  simplement  les  coefficients  que 
l'on  veut  conserver. 

Les  coefficients  \q^  '^q\  ^qi  [^!/'^  de  même  que  les  nombres  iq  qui 
servent  au  calcul  des  quantités 

ne  dépendent  que  du  choix  de  w,  et  peuvent  être  calculés  une  fois 
pour  toutes.  Pour  to  =  S^'',  par  exemple,  et  en  se  limitant  à  l'hypo- 
thèse /?  =  6,  on  a 

C72=  [T,74i368  — ], 
a3r=  [0,229450  ], 
^4=  [0,172103  ], 
<75=  [1,942872— ], 

a6=  [0,294381 —]. 
Xi    r=  [T,839oi4— ], 

x(ii)=  [0,406757-], 

X(2)=[o,38i377-], 
X(3^==  [1,889493-], 
\^^)=  [2,321666-], 

X(,5)=  [0,092096— ], 

X2  =  [T, 080382  ], 
>^^2*^  =  ['i",93"io57H» 
X-^'=:  [2,643569  ], 
X(2^)=  [3,7i5oi5  ], 
X(2*)=  [2,867966-], 

X3    =[1,826706     ], 

\^^y=z  [T, 800106    ], 

A(32)=  [T,  026297  ], 
X(33)=  [T,  894020  -], 

X4    =  [T,653i3i  — ], 

X(,i)=[T,39o283-], 
X(4''=[T, 949703      ], 


I-^l  =  [ 

j  ,716128 

1^(0=  [ 

T,74i368- 

-], 

.a(2)=.[ 

1,842669 

J? 

Ht',3)=[ 

ï, 970819 

J, 

ri")=[ 

ï,256829- 

J, 

ul'  s  )  —  r 

o,o[4773- 

J, 

V-ï    =  1 

T, 623086  - 

J» 

v-'^'-\ 

0,038738 

J , 

^^'=\ 

T, 390283  - 

J, 

0.(3)—   f 

H-2    —  l 

T,3i5566 

J^ 

u^*)—  1 

T,456o32  - 

J, 

}^3      =1 

0,242529 

J> 

v-'V- 

0,420139 

J, 

}^'i'-= 

0,499168- 

— ], 

,.13)  _ 

0,355406 

J  » 

{^4      = 

1,448920- 

J, 

(.^,1)  = 

o,244iîiï 

J, 

H^'4^^  = 

[T, 791055  ■ 

J  » 

"2  5o 
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X5     =[0,224277—],  {^5     =[ï,  16622g       ], 

XV)=  [0,345422-],         fxy)=[T,  332936-], 


Xg    =  [i j6332o5      ], 


\^6 


[1,587642— ]• 


Dans  les  cas  particuliers,  on  pourra  se  servir  des  indications  sui- 
vantes. 

Si  la  fonction /(^)  est  paire,  on  a 


et  généralement 


Si  la  fonction y*(^)  est  impaire,  on  a 

D'iyk='D'iy^q..^i. 


et  généralement 


Si  la  fonction  f{x)  admet  la  période  -rr,  on  remplace  x  par  '—1 
pour  la  ramener  au  cas  général. 

Si  la  fonction y(^)  change  de  signe  quand  on  augmente  x  de  tz,  on 
la  remplacera  par  la  fonction 


X     „     X 


€ar  si  l'on  a 


X    ^     X 


eos-/   -        ou     sin-/    -    ; 


f{x)  =      2  ai  cos^  H-  2  a3  cos3a7  4-  2  a^  cosSx  -i-.  . 
-4-2^1  sina7H-2^3  sin3a7  +  2|Î5  sin5ic  H- . . 


il  vient 


X     /  x\ 
cos  ~fi--)  =  ai-l-C^^iH-as)  cos^  H-  («3-1-  «5)  C0S2a^ 

+  (Pi+  Pa)  sina7-f-(p3+p5)  sin2^ 

sin^/^^j  =  pi-l-(P3—  pi)cos;rH-(P5— P3)tios2a7 
-h  (ai —  as)  sinic  -t-  (  a3  —  «5)  si  11237 


Reprenons  comme  exemple  l'application  du  numéro  précédent,  en 
écrivant  ici 


/(^)  = 


/ 


=  ao  -h  2  ai  cos  a?  -i-  2  «2  cos  2  r  H- , 


1  —  A2  sin2 


^ 
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de  sorte  que  les  coefficients  ay  actuels  sont  égaux  aux  a.>/  précédents. 
On  a  toujours  /r  =  o,8;  faisant  o)  =  S;",  on  a,  pour  A-==o, 
I,  2,  ...,  6, 

I 

2 

et  par  suite 


:r;t=o^  3;«,  74",  mi%  148°,  i85«,  222°, 


d'oi'i,  successivement, 

D7i=  0,140987, 
DjK2=  0,423427, 
D^3  =  —  o,o6o55i, 
DjK4  =  — 0,399685, 

Dj'g  =  o,  IO1688, 

D^6=      0,181470, 

D '^74  =  —  0,002749, 
D*j^5  =  —  o,oo5o5o, 

D'^^6  =  —  0,001263, 

et  par  suite,  immédiatement, 

cco=  1,27019, 
a2  =  o,o3oo4, 

«4  =  o, 00134, 
7.Q  =   0,00004  I 


70  =    '  , 

71  =  1; 

,^40937, 

72=1; 

,564364, 

73=1 

,5o38i3. 

74=1 

, 104 128, 

75  =  I  : 

,002440, 

76=1; 

,183910, 

D2jK2  = 

0,204795, 

D^73  = 

—  0,010482, 

I>'-73  =  - 

-  0, 1 53089, 

D3jK,= 

0,002348, 

D2jK4  = 

0,037122, 

B\r,= 

0,001942, 

ï)\r,:= 

o,o58o97. 

D'r6  = 

—  0,006497, 

0^76  =  - 

-0, 162157, 

D\>'3  = 

0,000109, 

D«76  = 

0,000092, 

DSj6  = 

0, 000416, 

ai  = —  o,  16001, 
a.3  — -  —  0,00623, 
a5  =  —  0,00027, 


l'approximation  obtenue  est  celle  de  la  quatrième  décimale,  comme 
on  devait  s'y  attendre  d'après  la  valeur  de  D*^  j-q. 

Finalement,  on  doit  constater  que  l'avantage  théorique  de  cette 
méthode  compense  mal  les  inconvénients  qui  résultent  du  peu  de 
simplicité  des  calculs. 


58.  Dans  la  très  grande  majorité  des  cas,  la  fonction  à  interpoler, 
y  =:f(^x),  est  connue  pour  une  série  de  valeurs  de  la  variable  x  for- 
mant  une   progression   arithmétique;    de   plus,  on  suppose  comme 
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précédemment  que  la  fonction /(^)  peut  être  assimilée,  au  point  de 
vue  du  calcul,  et  au  degré  d'approximation  que  l'on  recherche,  à  un 
polynôme  entier  en  x^  dans  tout  le  domaine  où  on  l'envisage. 

Dans  ces  conditions,  c'est  en  suivant  les  méthodes  du  calcul  des 
différences  que  se  résoudront  les  problèmes  d'interpolation. 

Soit  h  une  quantité  fixe  :  on  appelle  différence  (première)  de  la 
fonction /(ic)  pour  l'intervalle  A,  la  nouvelle  fonction 

t^f{x)=f{x+h)-f{x)- 

en  réitérant  cette  opération,  on  définit  les  différences  seconde,  troi- 
sième, . . ., 

A'-/(^)=    t.f{x-^h)-   ^f{x\ 
A3/(^)  =  AV(^ -H  A)  -  A2/(:r), 

11  est  commode  de  remplacer  la  variable  x  par  une  autre  p  telle 
que  X  =:  Xq-\- ph^  Xq  étant  une  valeur  particulière  de  x]  nous  écri- 
rons souvent  en  même  temps  Xp^  yp  au  lieu  de  x  et  y.  On  peut  rem- 
placer aussi  p  par  n  -\-  p^  n  étant  un  nombre  que  l'on  prend  généra- 
lement entier  et  que  l'on  regarde  comme  fixe,  sans  que  ces  conditions 
soient  obligatoires.  On  a  alors 

^yn+p  =  yn+p-hl  — yn-\-pi 

et  l'on  peut  regarder  la  caractéristique  A  comme  s'appliquant  à  la 
variable  /?,  ou  aussi  bien  à  n  ou  même  {^n-\-p^^  en  prenant  pour 
intervalle  correspondant  l'unité. 

11  est  clair  que  les  différences  successives  d'un  polynôme  sont  elles- 
mêmes  des  polynômes  dont  le  degré  va  en  décroissant  régulièrement 
d'une  unité.  Si  m  est  le  degré  du  polynôme,  la  différence  d'ordre  m 
est  constante,  et  les  suivantes  sont  nulles.  Si/(^)  est  un  polynôme,  et 
nous  nous  bornons  ici  à  cette  hypothèse  afin  d'éviter  toute  difficulté 
analytique,  on  peut  trouver  un  autre  polynôme  tel  que  sa  différence 
première  soit  égale  à  /(^)  :  nous  le  représenterons  par  ù^~^  f[x).  Il 
n'est  déterminé  qu'à  une  constante  près,  et  son  degré  est  supérieur 
d'une  unité  à  celui  de  y(^);  on  l'appelle  somme  finie  de  f{x).  On 
peut  continuer  de  même  et  obtenir  le  polynôme  ^'~^/{x)  dont  la  dif- 
férence sera  A"*y'(^),  et  ainsi  de  suite.  Pour  déterminer  complète- 
ment ces  polynômes,  il  suffira  de  choisir  arbitrairement,  par  exemple, 
les  nombres  A~*yo5  ^"'JKo^  •  •  •• 


THEORIE    DE    L  INTERPOLATION. 


253 


Supposons  connues  les  valeurs  successives  . .  -yn^-o-,  yn-i,  yn^yn^\ 
y„^2,  ...  de  la  fonction  y  qui  correspondent  aux  valeurs  ...Xn^^-, 
0Cn~\^  Xn^  ^«+1,  ^«+25  ...  de  la  variable  x^  formant  une  progression 
arithmétique  de  raison  h.  Avec  ces  valeurs  et  avec  leurs  différences, 
et  aussi  avec  leurs  sommes  finies,  s'il  j  a  lieu,  on  peut  construire  un 
tableau  T  tel  que  le  suivant  : 


A-\)-„-3  

A-ij„-3  

^^"^^'«-2  yn-%  

A''j«-2  A7„_3  

^-'^yn-\  yn-2  A2j,,_3  

A-y„_i  AjK«-2  A3jK,i-3  

A   2y^  yn-l  A2jK«-2  A^J„_3  

A-ljK«  AjKn-i  A3j„_2  A5j„_3 

A-V«+l  yn  ^^^yn-l  A4j„-2  AS/,,-;, 

^-\yn+l  ^yn  A3jKn-i  ^^yn-i 
A-2j,j+2  yn+\  A2j„  A*JK„_i  

A-ij,i+2  Aj„+t  A3j„  

A~^J^7j+3  yn+^  A-J^re-f-1  

A-V«+3  Aj/^+s  

A-2j;^^.4  J'«  +  3  

A-^r«+i  

A-2jK«+o  


Chacun  des  nombres  de  ce  tableau  est  la  différence  entre  les  deux 
nombres  situés  à  sa  gauche  immédiatement  au-dessus  et  au-dessous, 
ou  encore  la  somme  des  deux  nombres  situés  immédiatement  au- 
dessus  de  lui,  dans  la  même  colonne  et  à  droite.  11  en  résulte,  par 
exemple,  en  désignant  par  k  un  entier  positif,  que  l'on  a 

A-i  jrt+A-+i  —  A-i  j„  =  7«  H-  yn+i  +  7«+2  -+-...  -t-  J«  i/.-, 

ce  qui  justifie  le  nom  de  somme  finie  donné  à  ^~^f(x). 
On  voit  aussi  que  l'on  a  successivement 

^yn  =  yn+i—yn, 
^^^yn  =  yn+i—'^'yn^i-+-yn, 
^^yn  —  yn-h3—^yn+2-^^yn+\—y>n 


les  coefficients  étant  ceux  du  développement  de  (i  —  a)^,  en  général. 
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De  même  encore,  on  a  successivement 


les  coefficients  étant  ceux  du  développement  de  (i  -j-  a)^,  en  général, 
On  peut  écrire  aussi  bien 

yn-i  =  yn —   ^yn-u 

yri+3  =  y,i  ~  3  ^yn-i  h-  3  A2j,,_2  —  yn-s, 


comme  le  montre  d'ailleurs  la  symétrie  évidente  du  tableau  T,  qui 
peut  être  retourné  sans  perdre  sa  signification,  autour  de  la  ligne 
horizontale  contenant  jKn,  à  la  condition  de  changer  en  même  temps 
le  signe  des  différences  ou  sommes  d'ordre  impair. 

En  supposant  qiie  f(^)  soit  un  polynôme,  on  peut  évidemment 
l'exprimer  en  fonction  linéaire  et  homogène  de  ym  A)'„,  A-)-„,  ..., 
cette  suite  étant  continuée  jusqu'au  moment  où  les  différences  A^jk„ 
s'évanouissent. 

En  faisant,  pour  k  entier  positif  ou  nul,  p  quelconque, 

^p-  1.2.3. ..;c '        ^^^  =  '' 

il  suffit  d'écrire 

k 

car,  d'après  ce  qui  précède,  en  supposant  successivement  y?  =  o,  i^ 
2,  .. .,  771,  dans  cette  formule,  m  désignant  le  degré  du  polynôme,  on 
retrouve  précisément 

yn-,      yn-hl,       •••>      yn-{-m- 

On  arrive  au  même  résultat  par  le  raisonnement  suivant,  qui  nous 
servira  dans  d'autres  cas  moins  simples  :  si  l'on  suppose  le  dévelop- 
pement 

yn+P=^^k^^yn, 
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le  coeffîcienl  A/;,  fonction  de  p^  est  manifestement  déterminé  par  la 
condition  que  l'on  ait,  pour  p  =z  o. 


I         pour  y  =  A". 


Or  l'égalité  évidente 


LJ{i  -+-  a)P=  rt^(i-f-  a)P 


montre  qu'il  en  est  précisément  ainsi  du  coefficient  Gj,  de  a^  dans  le 
développement  de  {i-\-a)P\  on  a  donc  bien  Aa=G^,  puisque  ces 
quantités  sont  toutes  deux  des  polynômes  en/?. 

Si  la  fonctiony"(.27)  n'est  pas  un  polynôme,  le  développement  pré- 
cédent àe  y,tj^p  se  présente  sous  forme  illimitée,  et  son  étude  analy- 
tique présente  des  difficultés;  mais  si,  comme  nous  le  supposons,  la 
fonction y(^)  est  assimilable  à  un  polynôme  dans  le  domaine  où  on 
l'envisage,  il  arrive  en  fait,  comme  le  montre  l'expérience,  et  comme 
nous  le  vérifierons  plus  loin,  qu'en  supposant  h  suffisamment  petit  et 
p  compris  entre  des  limites  convenables,  les  termes  de  ce  développe- 
ment ne  tardent  pas  à  décroître  rapidement.  Nous  avons  donc,  dans 
les  mêmes  conditions  qu'au  n^  o4,  l'importante  formule  d'interpola- 
tion due  à  Newton 

c'est  d'ailleurs  la  formule  même  du  n°  51  :  il  suffit  d'imaginer  que 
l'on  y  fait 

Xx  =  XQ-i-  h^         T<i=  Xq-\-  ih,         ^3  =  ;ro -h  3 /i,  ...,         X  =1  Xq-\-  ph, 

comme  on  le  voit  immédiatement. 

Nous  n'insisterons  pas  ici  sur  l'usage  de  la  formule  de  Newton,  qui 
est,  pour  ainsi  dire,  de  chaque  instant. 

Toutes  les  formules  analogues  que  nous  allons  établir  dans  ce  qui 
suit  doivent  être  comprises  et  appliquées  de  la  même  façon,  sans  qu'il 
soit  nécessaire  de  ^jevenir  sur  ce  point. 

Nous  venons  d'exprimer  fn+p  en  fonction  des  nombres  du 
Tableau  T  qui  se  trouvent  à  partir  de  yn  sur  une  même  diagonale 
descendante  (de  gauche  à  droite)  ;  on  l'exprimerait  de  même  en  fonc- 
tion des  nombres  placés  sur  la  diagonale  ascendante.  En  raisonnant 
d'une  façon  toute  semblable  et  utilisant,  si  l'on  veut,  l'égalité 

LJ{i  —  a)-P  =aJ(i  —  a)-P-J, 
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OU  encore  en  profitant  plus  simplement  de  la  symétrie  du  tableau, 


on  a 


yn-^P=^  C'^^'^yn-!c  =  yn+  C^  Aj/.-!  +  C^,^  A^  j^«-2  +  Gp^à^^fn 


avec 


C'k       p{p-^i)(p^'i-)--'ip-^k  — -t)  _     ^.  ^,0  _ 

^p  -  I.2.3.../C  ~  W+A-i'  ^/^  -  I- 

Sous  une  forme  abrégée  très  simple,  les  deux  formules  précédentes 
peuvent  s'écrire  symboliquement 

\      y  / 

en  convenant  de  regarder  le  produit  k^y^  comme  égal  à  la  diffé- 
rence ^^ys  '  ceci  n'offre  aucun  inconvénient  tant  que  l'on  se  borne 
à  considérer  des  formules  linéaires  et  homogènes  par  rapport  à  ces 
quantités. 

Cette  notion  de  calcul  symbolique,  qui  pourrait  facilement  être 
prise  comme  base  du  calcul  des  différences,  peut  être  étendue,  tou- 
jours avec  la  même  réserve.  On  peut  évidemment  multiplier  les  rela- 
tions précédentes  par  une  puissance  quelconque  positive  ou  négative 
de  y  ou  de  A,  l'exposant  étant  entier  quand  il  s'agit  de  A;  et  comme 
elles  reviennent  en  somme,  l'une  comme  l'autre,  à  l'égalité 

y  =  i-^^, 

on  peut  généralement  obtenir  toutes  les  relations  possibles  entre 
les  A^^^  par  la  simple  transformation  de  cette  égalité. 

59.  Il  est  souvent  avantageux  d'employer  une  autre  notation  pour 
représenter  les  différences.  Faisons  maintenant 

et  de  même,  par  réitération, 

sv(^)  =  8/(^+^)-s/(^-^)>       ••  ; 

c'est-à-dire  encore 

^yn+p=  y        1—7         15 

^^yn+p=^y         i—^y         i, 

n+p+-  n+p-- 
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OU  a,  par  suite, 
et  généralement 

Dans  les  mêmes  conditions  que  ci-dessus,  on  povuTa  aussi  définir 
o"'/(^),  o~'f(x),  ...  telles  que 

En  même  temps,  nous  ferons  encore 


î^/(-^)=  - 


I      ../  h\        ^1  h 


/(■'•+Ï  -/•'■-. 


de  sorte  que  ^fi^Jc)  désigne  la  moyenne  arithmétique  entre  /"(  ^  H — 

et  /  (./•  —  -  )  «comme  ^J\x)  en  est  la  différence. 

Les  opérations  caractérisées  par  les  lettres  a  et  o  peuvent  être  com- 
binées ensemble;  elles  sont  d'ailleurs  commulatives,  et  l'on  a  par 
exemple 

=   l/(^-H/0-i/(^-/0. 

En  particulier,  si  l'on  part  de  la  formule  évidente 

l'intervalle  de  la  variable/»  équivalente  à  x  étant  toujours  l'unité,  on 
vérifie  immédiatement  les  relations  suivantes,  dont  nous  aurons 
bientôt  à  faire  usage   :  


'*i 


En  introduisant  dans  le  tableau  T  la  notation  0  au  lieu  de  A,  et  en 

17 
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y  mettant  aussi  les  moyennes  arithmétiques,  il  devient 


/? /? n // // n n  —  - 

(6)    /    .  ..        8-2  y„     '  |Jt5-V«     '        rn     '  f^5j„     "  8V„     '  îaô3j„     '  8ij„ 

n  +  -  n  +  -                n  -\-  -  «H —  n  -\ —  «-+--  //H — 

2  22  2  2  2  2 


Tous  ces  nombres  résultent  de  la  connaissance  de  .. . ,  jK/,_i  ,  Yn-, 
yn+i^  •••  et  du  choix  de  pL8~'7^„,  o'^Yji^  ...,  par  exemple;  ceux 
d'une  même  ligne  ont  tous  le  même  indice;  on  a  ici,  A  étant  toujours 
un  entier  positif. 

On  obtient  deux,  formules  d'interpolation  importantes  en  expri- 
mant yn+p  à  l'aide  des  nombres  qui  se  trouvent  à  partir  de  )  „ 
ou  a  V      1  sur  une  même  lierne  du  tableau  B,  vers  la  droite. 

Cherchons  d'abord,  en  supposant  quey  (:r)  soit  un  polynôme,  son 
expression  en  fonction  dej^,,,  oy,^,  ^^J'/o  ^'^J^/n  ••••  Si  l'on  suppose  le 
développement 

k 

il  est  clair  que  le  coefficient  Aa  est  déterminé  par  la  condition  que 

Ton  ait,  pour/;  =  o, 

(  o         pour  /  ^  k, 

(   I  pour  j  =  k. 

Il  résulte  alors  de  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  que  A^  n'est  autre  chose 
que  le  coefficient  de  a^  dans  le  développement  de  la  fonction 


— 9\  2/^ 


suivant  les  puissances  de  a,  car  ce  coefficient  vérifie  manifestement 
les  conditions  précédentes,  et  est  comme  Aa  un  polynôme  en  p. 

De  même,  si  l'on  cherche  l'expression  du  polynôme /(j^)  en  fonc- 
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tion  de  [i.jK«,  '^^X/n  l^^'y/ii  •••?  ^t  que  l'on  suppose  le  développement 

le  coefficient  B^  est  tel  que  l'on  ait,  pour  p  z=  o, 

I    I  pour  j  =  A, 

et  par  suite  c'est  le  coefficient  de  7/  dans  le  développement  suivant 
les  puissances  de  a  de  la  fonction 

9(a) 


^(a) 


V/-T 


Pour  déterminer  effectivement  les  coefficients  A^  et  B^^  il  suffit 
d'observer  les  deux  relations 

d-.=^^^ 
qui  donnent 

de  plus,  Ao  =  Bo  =  I . 

Faisant  donc,  suivant  la  parité  de  k, 

^''  =  1.2.3.  ..('20  '  ''"     ' 


on  a  généralement 


De  même,  avec 


A  A-  —  1  /^  —    T  '-^         A- 


/^  -  I.'2.3...(20  ^ 

^  I  .2.  J.  .  .(2?  H-  l) 
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on  a 

Finalement,  il  vient 

k  A 

En  observant  que  les  quantités  P^,  P'^  sont  des  fonctions  paires 
ou  impaires  de  p  en  même  temps  que  k  est  lui-même  pair  ou  impair, 
il  est  clair  que  l'on  peut  écrire  en  résumé 

«  J  \       i  I 

avec  la  faculté  de  combiner  une  ligne  quelconque  de  la  première 
accolade  avec  une  ligne  quelconque  de  la  seconde. 
En  prenant 

i  i 

on  a  la  formule  de  Stirling,  qui  exprime  y,/ -f- y;  avec  j',^  et  les  quan- 
tités de  même  indice  du  tableau  B. 

En  changeant  n  en  fi-] —  et  prenant  au  contraire 


y       j^y  p';/,j,§2.y    ^+yp2/+i 


2 


on  obtient  la  formule  de  Bessel^  où  figurent  les  quantités  du  tableau  0 
situées  sur  la  ligne  d'indice  n  -] — »  à  partir  de  \^y^_^_}.. 

•^  2 

En  particulier,  pour  p  :=  o,  il  vient 

1 .9-25  ^^ 

'2.4.6.8.10,12^'^   ^n+l^"" 

c'est   la    formule    d'interpolation    pour    la    valeur   ^„^1,    moyenne 
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entre  Xn  et  .r,/^i  :  les  coefficients  numériques 

—  l       -1_  5 

'  8        128  '  1024' 

sont  ceux  du  développement  de 

I  +    — 
4 

En  adoptant  le  même  mode  de  calcul  symbolique  que  précédem- 
ment, on  voit  que  toutes  les  formules  précédentes  dérivent  des  deux 
équations  fondamentales 


équivalentes  elles-mêmes  à 


En  combinant  convenablement  ces  équations,  on  obtiendra  toutes 
les  relations  possibles  entre  les  o'^Vs  et  jjlô^j^^. 

60.  Entre  les  différences  ou  sommes  de  la  fonction  f{x)  et  ses 
dérivées  ou  intégrales,  il  existe  des  relations  de  la  plus  haute  impor- 
tance que  nous  allons  maintenant  étudier. 

Désignons  par  D/(:r)  la  dérivée  de  f{x),  et  généralement  par 
iy^'J\x)  sa  dérivée  d'ordre  k  :  quand /(^)  est  un  polynôme  de 
degré  m,  sa  dérivée  d'ordre  m  est  une  constante,  et  les  suivantes 
sont  nulles. 

De  même  1l)~^/(x)  sera  une  fonction  primitive  de/(^),  c^est-à- 

dire  l'intégrale  indéfinie/  /{x)dx,  déterminée  seulement  à  une 
constante  prés  ;  D~-f{x)  sera  une  fonction  primitive  de  T)~*/(x) ,  c'est- 
à-dire  l'intégrale  seconde  T   dx  I   f{x)dx,  ou  I    /    f{x)dx^;  etc. 

Pour  définir  complètement  ces  fonctions,  il  suffit  de  donner  arbi- 
trairement des  limites  inférieures  aux  intégrales. 
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La  formule  de  Tajlor,  qui  donne 

yn+p  ^ya-^^ ^yu  +  ^y^  ^^yn  +  J-^ ^'yn  + . . . , 
peut  s'écrire  symboliquement  sous  la  forme  simple 

y/l-^p  ^^     yH   Qphï) 

en  désignant  par  e  la  base  des  logarithmes  hyperboliques,  et  en  con- 
venant généralement,  dans  les  mêmes  conditions  que  plus  haut,  de 
remplacer  le  produit  D^j^^  par  la  dérivée  D^jk^.  Cette  équation  sym- 
bolique peut  être  multipliée  par  une  puissance  quelconque  de  j'  ou 
de  D,  l'exposant  étant  entier  quand  il  s'agit  de  D  ;  elle  se  réduit 
d'ailleurs  simplement  à  la  relation 

y  =  eh^. 

En  revenant  maintenant  à  l'opération  de  différence,  il  est  clair  que 
les  opérations  de  caractéristiques  D  et  A  (ou  §)  peuvent  être  combi- 
nées entre  elles  d'une  façon  quelconque,  et  sont  commutatives; 
toutes  les  relations  que  nous  cherchons  dériveront  simplement  de  la 
transformation  des  égalités  fondamentales 

y.  =  e/'i>  =T  I  +  A, 
en    remplaçant    ensuite    les    produits    D^A^j^    par    les    quantités 

De  même,  si  l'on  emploie  la  caractéristique  o  au  lieu  de  A,  on 
aura 

et  l'on  peut  y  joindre,  s'il  y  a  lieu,  l'égalité 


6-^ 


Les  formules  que  nous  obtiendrons  se  présenteront  sous  forme  de 
séries  qui  se  limitent  d'elles-mêmes  si/(j^)  est  un  polynôme,  et  qui. 
dans  le  cas  contraire,  doivent  être  interprétées  et  utilisées  comme 
nous  l'avons  déjà  dit. 
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Pour  éviter  toute  difficulté  provenant  de  Findétermination  des 
sommes  finies  comme  des  fonctions  primitives  de  f{c),  il  faut 
observer  qu'en  supposant  le  choix  de  ces  fonctions  fixé,  il  suffira  de 
remplacer  les  quantités  D~^yp,  D~^'-yp,  . . .  dans  les  formules  qui  les 
contiennent,  par 

y  dx  -\-  Qi^li,        I        dx  j     y  dx  -\-  (Cip  -h  Ci)h'^,      ..., 

les  intégrales  ayant  les  limites  inférieures  adoptées,  sans  qu'il  soit 
utile  de  les  écrire,  et  C,,  C^,  ...  étant  des  constantes  déterminées 
par  les  choix  qui  ont  été  faits.  Ces  formules  en  effet  ne  peuvent  être 
exactes  qu'à  un  certain  polynôme  près  en  x^  ou  en  p,  dont  le  degré 
dépend  de  l'ordre  des  intégrales  qui  y  figurent. 

En  appliquant  les  règles  précédentes,  cherchons  d'abord  l'expres- 
sion des  différences  (ou  sommes)  ^^y,i^p  à  l'aide  des  dérivées  (ou 
intégrales)  D'î'j^^.  Il  suffit  à  cet  effet  d'écrire 

j^k  yn-hp  —  yti  gp/iD  (^  g//D  —  ,  y.-^ 

et  de  développer  le  second  membre  suivant  les  puissances  de  D. 
En  faisant 

et  multipliant  ce  développement  par  celui  de  eP^\ 

px       p-x^        p'^x^ 


I  .  -2  1.2.3 

on  obtient  immédiatement  le  résultat  cherché  sous  la  forme 
avec 


GrV^)-G^^  +  ^Gr'  +  ^G^, 
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et  ceci  justifie  ce  que  nous  avons  dit  précédemment  sur  la  décrois- 
sance rapide  des   termes  de  la  formule  de  Newton,   si  l'on  admet, 
comme  nous  le  supposons  en  effet,   qu'il  en  est  ainsi  de  ceux  de  la 
formule  de  Tajlor. 
On  peut  écrire  aussi 

^k  yfi+p  ~  k  :_  yii  gp/iD c  (  —  e~^'^^  Y'  ; 

on  obtient  donc  \^y,i+p-/(  par  la  même  formule  que  ci-dessus,  à  la 
condition  de  multiplier  par  ( — i)^  et  de  changer  le  signe  de  p  et 
de  D;  plus  simplement,  il  suffira  donc  de  changer  le  signe  des  coef- 
ficients Gl  pour  lesquels  la  différence  g  —  A'  est  impaire,  de  sorte 
que 


avec 


Gk      (P)=      Gl 
G't'{p)=-G'jr'  +  ^Gl 


^^k      \P)=       ^k -^k      H -Gk, 


Au  point  de  vue  du  calcul,    il  convient  de  supposer  dans  ces  for- 
mules,  comme  dans  celles  qui  suivront,   n  entier  et  jo  inférieur  à  i, 

ou  même  au  plus  égal  à  ->  en  valeur  absolue. 

Sans  insister  ici  sur  l'expression  générale  des  coefficients  G|  et  sur 
leurs  propriétés  diverses,  remarquons  seulement  que  l'on  a 


G^=.,         G?  = 


et  que  l'égalité 

donne  la  relation  de  récurrence 

Pour  A'   positif,    on   obtient   ainsi,    en  allant  au  delà  des  valeurs 
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nécessaires  dans  la  pratique  courante  : 

G}==,,     Gf  =  ^     Gf  =  i,     GÎ^JL,     Gf  =  -1-,     Gî>  =  -L,     G]  =  -L-> 
2  b  '24  '       i-io  720  ^       5o4o 

Gi=.,     Gi=i,      G^  =  -^,     Gi  =  i,         G|  =  Aîi,     G-^  =  f, 

12  ^      4  '^      36o  ^      40 

Gi=i,      Gt  =  l,       Gl=j,         G^  =  ^,         Gi  =  ^, 
2  4  4  120 

Gi=i,        Gf=:2,  G.f=^,       GI  =  |, 

Gi=i,  Gi  =  ^,         Gl='-^, 

G«=[,  G^=:3, 

G  ij  =  1 . 

Lorsqu'on    prend    k    négatif,    il    suffit    de    supposer  k  =  —  u   et 
/\  =  —  2 ,  car  on  ne  rencontre  pas  d'autres  applications  dans  la  pratique. 

Il  faut  développer  d'abord  la  quantité -^ ;  or,   on  sait  que,   si 

l'on  désigne  par  B,,  Bo,  B3,  ...  les  nombres  de  Bernoulli,  on  a 

-  -  -h  Bi  ^ Bo— Ar-r  +  Ba 


e^  —  I        X        2  1.2  "1.2.3.4  1.2.3.4.5.6 

il  vient  donc 

Gz}  =  i,     G»,=--,      Gii  =  — ,     Gi,  =  o,     G^,  = -y     Gii  =  o, 

2  12  720 

Gii=:^-^-'         Gli=-o,         GIi  = 


3o  240  '         '  I  209  600' 

et  par  suite,  d'après  la  formule  de  récurrence, 

Gz|=:i.        Gi.l  =  -i,        G£2=— ,  Gl2  =  — —  7 

^  ^  ^12  12 

Giâ  —  ~7~'  Gi,  =  —  >  G*2  =  —  a   ,0  ' 

^       240  720  6048 

Gf,  =  -— ^,  GÇ.,=  — '-—,  G±.= 


3o2^o'  '   "        172800'  ^        1209600 

Les    formules    correspondantes    deviennent    alors    d'une    façon 
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précise 

I    C  ^'" 

+  GI1  (/?)/.  Dj« -h  Gi,(p)/i2D'-j/„-i-...,      - 

+  (/?  — i)-    /       ydx-^G^^_{p)yn^OL^{p)h\)yn-^.... 

Donnons  pour  limite  inférieure  commune  aux  diverses  intégrales  la 
valeur  x^^  àe  x]  on  a  alors  en  particulier 

A-^j'o  =  G2  -  Cl  +  GO ,  jo  +  GI2  A  Djo  +  G2 , /t2  D2 jo -^ . . . , 

et  l'on  peut,  pour  la  commodité  du  calcul,  choisir  A~'yo  et  A~-j"o  de 
façon  que  les  constantes  G|  et  C2  soient  nulles. 
On  peut  aussi  bien  écrire,  si  l'on  préfère, 

^-^yn+p-^i  ==  Cl  +  -  J       ydx  +  G'\  {p)yn 

+  GL',  {p)h  X}y,,  +  G' 3,  (p)h^  D^yn  +  .  . .  , 

A-2j^«+/;+i=  (n+/? +  i)G,+ G2+ ^   /     /       y  dx-^ 
En  particulier,  pour/?  =  o,  et  71  entier  positif,  on  a 

A-i/«+i  —  A-ljo  =  JKo  H-  JKi  +  J2  -+-  •  .  .  H-  7« 

I    r''"  I 

3o  240  I  209  boo 

c'est  la  formule  sommatoire  d'Euler  ou  de  Mac-Laurin;  quand  la 
fonction  f{x)  n'est  pas  un  polynôme,  le  second  nombre  est  une 
série  généralement  divergente,  mais  que  l'on  peut  cependant  utiliser 
pour  le  calcul  avec  le  plus  grand  avantage,  comme  nous  l'avons  dit. 
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Cette  formule  peut  servir  aussi  bien  à  calculer  les  sommes  finies 
que  les  intégrales   définies;   pour  en   montrer  la  valeur,  faisons  par 

exemple  jK=-'    h  =  \,    x^^xo,  Xn—i<^\   en  désignant  par  L   la 
caractéristique  des  logarithmes  hyperboliques,  on  aura 


20 
y  dx  = 

T            I           I           I                     II 

1.2  = \ \ h..  .H h  — 

•>-(>             II             12                             l()            /JO 

I                                   I                                     I 

1 

16  X  10^        i.i8  X  10*        .>.56  X  106 

d'où,  par  un  calcul  rapide  à  neuf  décimales, 

L2  =  0,693  147  180, 

valeur  exacte  à  moins  d'une  unité  près  du  neuvième  ordre  décimal. 

La  façon  même  dont  se  présente  la  formule  d'Euler  met  en  évi- 
dence une  observation  que  nous  aurions  déjà  pu  faire,  et  qu'il  faut 
préciser,  afin  de  mettre  en  garde  contre  de  graves  erreurs  d'interpré- 
tation.. 

Si  l'on  suppose  que  la  fonction  j^  admette  la  période  /i/i,  la  formule 
donne 


I   /••''' 

•'0 


ce  qui  est  manifestement  inexact,  car  le  premier  membre  de  cette 
égalité  ne  change  pas  si  l'on  vient  à  augmenter  la  fonction  y  d'une 
fonction  arbitraire  y',  assujettie  simplement  à  admettre  la  période  h^ 
et  à  s'annuler  pour  x  =^  Xq-  C'est  qu'en  effet  le  tableau T  lui-même  ne 
change  en  aucune  façon,  si  l'on  fait  cette  addition,  de  sorte  que 
toutes  les  formules  d'interpolation  sont  sujettes  à  la  même  objection, 
quelle  que  soit  d'ailleurs  la  fonction  j--  Mais  il  faut  ajouter  aussitôt 
qu'une  fonction  telle  que  y'  n'est  plus  du  tout  assimilable  à  un  poly- 
nôme, comme  nous  l'avons  supposé  essentiellement;  car  si  par 
exemple  on  fait 

itAx  —  ^0) 


=  sin 


y  -  —         1^ 

on  a,  pour  x  =^  X(s-\-  fih, 

y'n  =  sin  2  71/1, 

et  le  développement  de  cette  fonction  suivant  les  puissances  de  n  ne 
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répond  pas  aux  conditions  que  nous  nous  sommes  imposées.  L'ob- 
jection tombe  donc  d'elle-même,  en  retenant  de  là  toutefois  qu'il  est 
indispensable  de  s'assurer  que  les  susdites  conditions  sont  bien 
vérifiées,  si  l'on  veut  légitimement  appliquer  les  formules  d'interpo- 
lation. 

En  revenant  au  cas  particulier  de  la  formule  d'Euler  lorsque  y 
admet  la  période  nh,  on  voit  qu'elle  ne  diffère  pas  de  la  formule  de 
quadrature  que  nous  a  donnée  la  théorie  de  l'interpolation  pério- 
dique, à  la  condition  de  tenir  compte  de  l'observation  que  nous 
venons  de  développer. 

Occupons-nous  maintenant  du  problème  inverse,  c'est-à-dire 
cherchons  l'expression  des  dérivées  (ou  intégrales)  ï^^yn+p  à  l'aide 
des  différences  (ou  sommes)  A^j^„,  ou  encore  A^j)^„_^,  qui  sont  avec 
y,i  sur  une  même  diagonale  descendante  ou  ascendante  du  tableau  T. 
Nous  obtiendrons  les  formules  dites  de  différentiation  ou  d'inté- 
gration mécanique,  ou  plutôt  empirique.  En  suivant  exactement  la 
même  marche,  on  part  de  l'égalité  symbolique 

AD  =  L(i-+-A), 

qui  donne 

/^/.-  Y)Ayn+p  =  j'^  (  i  4-  A)/'  L/'(  I  -h  A  )  ; 

pour  développer  le  second  membre  suivant  les  puissances  de  A  et 
celles  de  p,  observons  que 

(l  +  A)/^=  e/'L<i+A)=l_^_  ^  j^(i_^^^_|_  Z_L2(,4_  A)H-...; 
par  suite,  faisant 

il  vient  immédiatement 

MDV„^p  .:=  H;:;(/>)A/.jk„+  Hf^  (/>)  A/.+ij„+  H^^(/.)  A/-^2j„  +  . .  ., 


avec 


Hi'     (p)  =  Ul 


k      KP)  =  "A-      +  Y      '^'+'  ' 

^A^  2  /  _,  N  H  ^■■+2  _,     P  H  /'H  2  _,      P      11  A  +  2 
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En  observant  maintenant  que  symboliquement 


1-    —è: 


on  peut  écrire  aussi 

hkj)hyn+,i  =  yn  L^^Y''  \^k L^  , 


I 

y 


et  l'on  obtient  le  développement  de  h'^J^^^ya^p  suivant  les  quantités 
^'^yn-q  en  multipliant  le  second  membre  de  la  formule  précédente 
par  (  —  i)^,  et  changeant  le  signe  de  /?  et  de  A  ;  plus  simplement  il 
suffit  de  changer  le  signe  des  coefficients  H|  pour  lesquels  la  diffé- 
rence q  —  A"  est  impaire.  Il  vient  ainsi 


avec 


H'/   {p)=    Hi:, 


Hr'(/>)=-Hf'-+-^H|îl, 


Pour  le  calcul  des  coefficients  H^,  on  a 

Hyt  =    I  ,  H  (    = ) 

et  la  relation  de  récurrence 

résultant  de  l'égalité 

(I  +  ^)  il  LA(  I  _H  X)  =  A-L^-'(i  -H  x). 
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On  a  ainsi 

2  3  4  D  o  7 

Hf=       I,      H|=3_,,       nt=      il,      H|  =  -^,      115=  4^,  H2  =  --^ 

"^  -  r>  ^  6  "  i8o  10 

H«=  I,  lU  =  -3, 

H4=  I. 


Pour  A  =  —  I ,  un  calcul  direct  donne 


2  12  24 


20  160  60480 

H6    ^  _^7^  j|-    ^  33953 

"*       24192'  ~*  ,3628800' 

et  l'on  en  déduit  pour  A'  =  —  2,  par  la  formule  de  récurrence. 

-       '  ^12  . 


^  240  ^240  ^         60480 


H3    -  -iiL,  H6  9^'^-9  ^,    _      407 

-'~6o48'  -^"       3628800'  -^""172800 


/• 


Les  formules  de  quadrature  empirique  sont  alors 

=  -  G,  4-  A-ijK«     +  H«  j  (/.)j„+  Hl^  (/>)  Aj«     +  m,  (/?)  A2j„     4-  . . . 


-    /  dx  I     jâ?a7  =  — (/i-4-y^)Ci  — G2+A--27„-^(/>  +  i)A-ij„ 


—  ( n  +y? )  Cl  —  G2 H-  A-'-'j-^+a  +  (y^  —  1)  A- V«+i 
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si  comme  précédemment  les  diverses  intégrales  ont  pour  limite  infé- 
rieure commune  ^'o,  les  constantes  C,  et  C_,,  qui  sont  toujours  les 
mèmes^  vérifient  les  relations" 

G,=  A-^^'o-f-  A-' j'o-+-  H^aJo-h  Hia  Aj^o-i-  Hl,  A  ^o -H  .  .  .  ; 

par  un  choix  convenable  de  A~<yo  ("^  ^"'yo,  on  pourra  faire  en  sorte 
que,  pour  simplifier  les  calculs,  C,  =  Go  =  o. 

En  particulier,  pour  p  =  o  et  n  entier  positif,  on  a 

-i  j      y  dx=y^-+-  yx  +  y^  -+-. .  .H-  yn  -  ^  (jo  +  J/O  -     -^     (   ^fn-x  —    Aj'o 

-  -^       (A2j,_2  +  A2jo) 

I 

-  ;^   (Air.   .-A3^o) 
8(i3    ,_  ^.      , 


et  cette  formule,  arrêtée  au  terme  en  A' j/o^  ^^^  difTère  pas  de  la  for- 
mule de  quadrature  de  Côtes,  le  second  membre  étant  une  fonction 
linéaire  et  homogène  dey.Q?  >'< ,  )'o,  . . .,  y„. 

61.  L'introduction  des  caractéristiques  ô  et  [Ji  permet  de  résoudre 
les  mêmes  problèmes  avec  des  formules  plus  élégantes  et  plus  avan- 
tageuses pour  le  calcul  numérique. 

Cherchons  d'abord  les  expressions  des  quantités  ù'^yji^p  et  \J'^-'''yn+p 
en  fonction  des  dérivées  (ou  intégrales)  T)'^y,i'  Comme  on  a  symbo- 
liquement 

i        _  1 

il  suffit  de  partir  de  la  formule 

/    ^  //  D  \  /.- 

^kyll+p  —  yU  eph  I)(^g    2     g  -1     j      ■ 

Faisant  donc 
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on  a  immédiatement 

o'^yn^p  =  Mf:(/>)  A/"D/'>„+  MfV/>)^''-^'  D/.+1  j„+  Mf^  (/>)  /^ah  2  D^+2^„- 
avec 


Pour  avoir  maintenant  le  développement  de  y-o^yu+p,  il  suffit  de 
multiplier    symboliquement  par  a,    c'est-à-dire  -  l  e  ^  -{-e~  '^    | .  £n 

on  a  donc 


avec 


I 


M'/+2(/,)  =  M't''+  ^^M'/,  M'/^^(y>)  ==  ^M'/+2  +  _Z^M:t'\ 


Dans  ces  formules,  comme  dans  les  suivantes,  on  pourra  supposer 
n  entier  ou  multiple  impair  de  ->  et  réduire  alors/?  à  être  au  plus 


,  I 
a 

On  a 


égal  à  -  en  valeur  absolue. 


4.D.O...(^^-h'2} 


•2.^.6.  .  :{iq)  l  .1.3.  .  .{>.q  -^  \)' 

de  plus,  les  égalités 

; •     =   A  IXb''  -  '  ,  ; =    0'^  -t-    k{/x   I  )  0''  -2  , 

dx  '  '  dx"^  4  V  /  5 

posant  de  même 
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OÙ  l'on  a  fait  pour  abréger 

>  2  ~  I    I       ~ 

o  =  e^  —  e    ",  J^  =  '- 

donnent  les  relations  de  récurrence 

enfin,  pour  k  =.  —  i,    un  calcul  direct  donne  les  coefficients  ]\P 
tandis  que  les  Ml'^j   sont  égaux  aux  G^^   du  numéro   précédent,   et 
1rs  M^2^ésultent  encore  d'un  calcul  direct. 

11  vient  ainsi  :  ^ 

Mi=:i,         Mi[=-^,         Mf=— î-,         Mï= — î • 

'        '  *       24  *       i9'2o  ^       32-2  56o' 

Ai2_j  M*—  —  ^  M  fi  —     ^    . 


8'  •*       1920' 

IMo-i,  ^^lo-g'  ^**>  -  38,r  ^"~  46080^ 


6  120  5o4o* 

iM^2  =  i,  MV*=  —,^         M'26         ^'    - 


M'3^  =  i,         M'/=i,  M'3^=-; 


24  5760  ' 

7.  M'a' =7^ 

4  4« 


puis 

iMl}=i,  Mli  =  --^,  MAi=  T^,  Mi,  =  --r^^,  MIj=        ^,f^„     ; 

'  ^  Aj  ^  5760  '  967680  154828800 

'         '  ^  12  ^  240  ^  Co48  172800 


*         '  *  12  *  720  *  3o  240  *  I  209  600  ' 

\i'-2_,     "vf/o  _     _L,    M's  —       ^   ■    ivr*  =ï     — — 1    M'*- = -^ — • 

'  '  24  ^  1920  193535  '  22Il8.|00 
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Les  formules  relatives  aux  sommes  sont 


4-]M2,(y,)/i2D2y„ 


.j.  s  1  j-„^,,  =  Cl  -f-  -1    r  '  V  dx  +  >r<\  (/>  ) j;„  +  M:.S  (y.  )  A,     V)yn 


l  ^yn+,,  =  (  /i  +  /^  )  Cl  -+-  G2  -f-  -^    r  y       ydx'^^p-    j       y  dx 
-t-M£2(y9)j„+Ml2(y>)/iDj,,  +  .... 

;aS-2j„+/,=  (/2-f./?)Gi+C2-+-  ^J  J        ydx'^-^p-j       ydx 

+  m: «2  (7?  ) j-,  4-  MLl2  (/>  )  h  DjK„  4- . . . . 

Si  les  intégrales  ont  pour  limite  inférieure  commune  xi^  i  étant 
])ris  généralement  égal  à  o  ou  à  — -•>  on  a  en  particulier,  pour  la 
détermination  des  constantes  ou  des  sommes  initiales, 

s-i^,=  Cl  +  Mil  ^^  ^yt-^  ^^-1  ^i^  D^J/+.  • . . 

-jLÔ-ijK,-  =  Cl  -h  M'Ji  h  Dr/  +  M^3^  /i3  D3 j, -+- .  . . . 

3-2jK/=  fC,+  G2-+-  M_%n--f-Ml2D2r,  +  .... 
[jLÔ~2^V=  jC,4-  C2+  M'J>2j7-i-  M:^^  D2J7-+-. ... 

En  supposant  n  entier,  «  =  o,  pz=.o,  on  retrouve  la  formule 
d'Euler  en  calculant  tj.o~^y„. 

En  remplaçant  n  par  /i  +  -  j  «  étant  toujours  entier,  et  prenant 
:^= j  p=^o,  on  a  une  formule  équivalente  en  calculant  o'y^^i; 

ro  +  7i-i-..--+-JA=7-   /       ''ydx-  —  (   D7       ,-    D/    A 


2 


5760 

967  680 

127/i'^ 

i54  828  800 
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Délcrminons  eiilîii  les  valeurs  des  fonctions  D^y,i^p  en  ionclioii 
des  Qfy„  ou  [JLoVr//.  On  a 

il  en  résulte  connue  [)réeedemment,  en  faisant 

(car  ce  développement  ne  conlient  que  les  |)uissanees  de  même  parilé 
de  x),  que  l'on  a 

avec 


De  même,  en  faisant 


TT^'i^.  +i/'^  t)'"=  ^"^'--^  """^'- 


^2+  \', 


/.•-; 


on  a 

avec 

N'/     (/>)  =  Nl*,  N'^' (/.)=£  Ni'-/, 

1  .  "2                                                                    1                           1.2,  ) 
" 1 •  •  • 

il  convient  alors  de  réunir  ces  deux  formules  en  une  seule  en  <•<  i  Is  ant 
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comme  nous  l'avons  déjà  fait 


^  N'/^  »  (y>  )  {^  S  Ar-,  i^„  +  K  '/-^=^  (y.  )  IX  Z'^^^yn  -+-  N',f^  '  (p  )  ;a  8*+^  j„  -+-...]'■ 

une  ligne  quelconque  de  la  première  accolade  pouvant  être  combinée 
avec  une  ligne  quelconque  de  la  seconde. 

Si  n  est  entier,  on  prendra  la  première  ligne  de  la  première  acco- 
lade avec  la  dernière  de  la  seconde  si  A  est  pair;  et  si  k  est  impair, 
on  associera  la  seconde  ligne  de  la  première  accolade  et  la  première 

ligne  de  la  seconde.  Si /^  est  remplacé  par /i  H — ,  avec  une  valeur 

entière  pour  ce  nouvel  /i,   on  fera  le  contraire.   De  cette  façon  on 
exprime    toujours    h^D^y„_^p  ou  h^D^y    ^       à  l'aide  des  quantités 

d'indice  71  ou  d'indice  7^  H — >  situées  sur  une  même  liene  du  tableau  B. 

■2  ^ 

On   peut   toujours,    dans    ces  conditions,   supposer  p  au   plus  égal 

à  -  en  valeur  absolue. 
4 

On  a 

o,  10.24.  .  .(o^  ) 

de  plus,  les  égalités 

où  l'on  a  fait  pour  abréger 

donnent  les  relations  de  récurrence 

enfin  les  coefficients    N5,,  N^2,  N'_'',    sont   obtenus    par   un   calcul 
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direct,  et  l'on  a  ainsi 


N{  =  .,    N3=--L,    Nf=-|-,    N] 


H  '      64o     '  7,68' 

^  12       ^   qo' 


90 

3? 


8       •*   1920' 

D  io       *      i4o 

24     -*   5760 

iX  3  —  1 ,       ->  3  — T  >        ^>  3  —  > 


120 


N'>=:I.       ^',^  =■ —  •       N'..^  =  I        \'"—  _1-       Xî/C—T.      \/7_,. 


pu 


IS 


'  ^  '  24  "^    5760    -^  967680'  -^~   464486400* 

Nr.?=i,  N«,=  -1,  N2^___L,  x4  _^,   xo^^ a59_. 

'  12  --                240'               -'  60480'  '                 3628800* 

-'     '    ^*  12'  ^^-»-    720'      -»-  60480'  ^^-^-    3628800' 


>4  '  1920  193536  -  66  355  200 

Les  formules  de  quadrature  empirique  sont  alors 
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si  p  e>t  nul,  la  seconde  accolade  disparaît  dans  cliacime  de  ces  for- 
mules. 

Pour  déterminer  les  sommes  ou  constantes  initiales,  on  a,  si  a^i  est 
la  limite  inférieure  commune  des  intégrales, 


(   ;jl8-1jk/+  N:_'i  [x  ùVi-^  M^j  ;j.ô3  r/-f- .  .  .    (  ' 


Si  Ton  suppose  /=  o  ou  i  =—  ->  on  se  servira  de  la  ligne  conve- 
nable dans  chacune  des  accolades  de  ces  diverses  formules,  suivant 
le  cas. 

En  particulier,   on  voit  que  Ion  peut  écrire  en  faisant  ii  =  o  ou 

n  =  —  -y  et  remplaçant/)  par  ji  : 


1  -  .         -^ 


En  supposant  n  entier  dans  la  première  de  ces  formules,  ou  bien 
en  le  supposant  de  la  forme  /i' -+-  -  dans  la  seconde  a\ec  n'  entier,  et 
en  s'arrétanl  au  terme  en  o^^'y^  ou  en  ^o'^^^' y    j,  on  retrouve  la  for- 

mule  générale  de  Cotes,  puisque  le  second  membre  est  fonction 
linéaire  et  lioinogène  de  y^,,^  y-n^\  ?  •  •  •  ?  /oî  •  •  •  ?  yii-\  ?  yn  o"  bien 
de  JK_„'_,,J|-_„',  ....j-o,  '■-,  yn'-K,  yn. 

En  faisant  les  hypotlièses  inverses,  et  s'arrétanl  alors  au  terme 
en  o"^^' y^  ou  en  ij.o-"~  -  r    ^.  on  obtient  une  formule  toute  semblable, 

le  second  membre  étant  ici  fonction  linéaire  el  homogène  de  )„„. 
y-n'+\ ,  • .  •  ,  yn'-\^  yn-  ou  bien  de  r-/o  .i'-"+i  ^  •  •  •  -  X"    i  • 
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On  a  explicitemenl.  pour  les  coefficients  de  ces  fornuiles  : 


N'V 

,  (/i)  =  n, 

^'^\(n)  =  n, 

M, 

WJ,(n)=~     '-^ 

Nî 

(n)  =—  —   H , 

72          [  20 

5n' 
144 

-t- 

71^ 
120 

]\G 

/i" 

1024 

•2'){}n^ 

— 

7  /l5                /i^ 

5o\o  ' 

'    34360 

2880    '    5o4o' 

62.  Les  méthodes  du  calcul  des  dilFérences  permettent  encore 
l'intégration  empirique  de  certaines  équations  dilïerentielles^  ainsi 
que  nous  allons  l'expliquer  en  détail,  en  supposant  qu'il  s'agisse 
d'une  équation  du  second  ordre. 

Soit  II  la  fonction  inconnue  de  ./ ,  définie  par  l'équation 

d'^  u        dz 

OÙ  l'on  a  ;  =  —  j  et  où  y"  désigne  une  fonction  donnée  de  j",  3,  n. 

Gomme  précédemment,  si  Xq  est  une  valeur  particulière  de  x^  et  h 
une  quantité  fixe  (positive  ou  négative),  nous  ferons 

Xn=^  -t'i)--  Il  11, 

et  nous  appellerons  j'„,  5„,  Un,  les  valeurs  correspondantes  de j^,^,  m. 
Supposons  que  pour  x  =  Xi^  i  étant  pris  comme  plus  haut  égal  à  o 

ou  —  ->  on  se  donne  les  valeurs  initiales  zi  et  ui  qui  déterminent. 

complètement  les  fonctions  3  et  u.  et  faisons  généralement 

on  a  par  suite 


ydx,  u.'n  =  u'i -\-  z -{n . —  *  *  "•"  7~ï    /       ^^  /     y  ^^* 


Imaginons  alors  formée  la  table  d' Intri^iation,  c'est-à-dire  un 
tableau  tel  que  T  ou  B,  pour  les  valeurs  de  ji  entières  et  positives  (et 
aussi  négatives,  exceptionnellement),  et  soit  à  calculer  les  valeurs 
de  z'  et  a'  pour  une  valeur  quelconque  de  x  que  l'on  peut  prendre 
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SOUS  la  forme  Xuj^p-,  ou  ^  j,  n  étant  entier,  et  />  dcsignanl  un 

nombre  que  l'on  peut  supposer  pratiquement  au  plus  égal  à  -  en 
valeur  absolue.  Tl  suffit  d'appliquer  les  formules  du  numéro  précé- 
dent, qui  donnent  sous  une  forme  entièrement  explicite  générale- 
ment plus  que  suflisante,  et  en  séparant  les  termes  qui  s'annulent 
avec  p  : 

72        1 20  /  \  60        f)()        720 1 

5760    '  ,,  +  i 


/H-/;H-i  n+i         24        «4--         5760       '    /»  4- i        9(37680       "^   /n- '- 


2  2  ^ 


\i280  192  720/        "^/i-H- 

"-"=  *"*-^»+ 1^-^'"-  -ko^'y-^  ferk°'^"+-  •• 

\      60480        180       480       5o4o/^    ^''  ' 

/  <^     9  ï  17  ^a  367 

«  +  /'4-^         "^         -^  n+\         24  '^•^n+^-         1920'  ri+\  193  J  J6  '        ^„  +  ^ 


V         Ib  24/'         -^n^Çy         )760  144'  l'io/        ^n  +  î 

\256        576        720/'"''     -^«+1 
1967680         1280         960         :")o4o/ 
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ceci  à  la  condition  de  déterminer  les  sommes  finies  initiales  par  les 
formules  suivantes  : 


pour  i  =  o 


I 

pour  1= : 


•^-f         -i       24      "-Y       :>7Go     '      |-       1)67  080     -^  -2 


6' 


Des  tables  appropriées,  comme  celles  que  l'on  trouve  dans  le 
traite  de  Th.  v.  Oppolzcr,  peuvenl  faciliter  le  calcul  des  coefficients 
de  ces  formules. 

Si  le  tableau  T  se  trouvait  liniilé  à  la  diagonale  ascendante  (pâ 
contient  //,   ainsi  qu'il  arrive  si  la   dernière   valeur  calculée  de    r 

.    -,,  .         ,1 
est    V//,  on  aura  encore,  p  étant  pris  pratiquement  inierieura-  en 

valeur  absolue,   les  formules  suivanles,  moins  avantageuses  pour  le 
calcul  : 


>     . ,  863     .  .. 

+  /V  n~-  -A,  ,_i       ^^_  -H  -^j  A   ^  .-2+  ^-^  "T  ""  ^y  ^'-^'^  ' 
p-         iip'^  p'*         p' 


8  72  16         120 


\*  1*     . 


(  ^   _:.    1/i!     _:_    Z£!   +    /l!   __   ili\  A^i  ,  „ 

\  10         3()  96         60        720/ 
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et 


60480    •^"-      0048 

24         ri        24  /      -^  \       720       18        2i         120/     - 


160  24  288  80  720, 

V       60480         3o        144        480        3Go        5o4o/      •^"   "      '  •  ■' 

Quand  la  fonction  j"  ne  dépend  que  de  x^  c'est-à-dire  quand  il 
s'agit  de  simples  quadratures,  la  construction  delà  table  d'intégration 
ne  demande  aucune  observation.  Mais  il  n'en  est  pas  de  même  s'il 
s'agit  d'une  véritable  équation  différentielle,  y  dépendant  alors  de  z 
et  u. 

Pour  construire  la  table  dans  ces  conditions,  il  faut  savoir  pre- 
mièrement la  mettre  en  train,  puis  la  continuer  quand  on  est  arrivé  à 
un  certain  rang. 

Examinons  d'abord  cette  seconde  question;  la  dernière  valeur  cal- 
culée pour  y  étant  comme  ci-dessus  >0n  i^  faut,  pour  avancer  d'un 
rang,  déterminer  r/^+i  =/(^«4.i,  ^/z+i,  i(,ij,\)t  et  par  suite  connaître 
avec  une  exactitude  suffisante  s,^^,,  ii,i\^\'  On  ne  peut  j  arriver  que  par 
approximations  successives,  qu'il  importe  de  réduire  au  minimum, 
pour  le  succès  de  la  méthode. 

baisant/?  =  i  dans  les  dernières  formules  écrites,  irvient 

I  5 

3  \^  2^1  ».,  9^    .,  19087  ... 

+  8^''"-^  7-ï^^'->'--^  i8^'->'"-'+  6548^^°>-"-=  +  -  ••• 

12  12      "^ 

'9   .,  3      ,  863      ,  275    .„ 

240  40        "^  12096       -  .\051 

On  a  ainsi  des  valeurs  ap[)rochées  de   3^^^,  el  ^/^^4_,,  et  il  est  dési- 
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rable  que  la  iialiirc  de  la  fonctiony*  et  le  choix  de  l'intervalle  Ji  soient 
tels  que  ces  valeurs  suffisent  pour  calculer  Tn+j  avec  le  degré  d'exacti- 
tude requis.  Pour  s'en  assurer,  on  pourra  en  partant  de  la  valeur 
ainsi  obtenue,  qui  permet  d'avancer  la  table  d'un  rang,  déterminer 
des  valeurs  ])lus  exactes  de  z\^^^  et  a,^^^  par  les  formules  ordinaires 

-«H-i  —  -^     J  n+î  —  2*^'""*"'^  —  Ta     "^'" 

24  720     "^  160     "^  604  00 

240      "^  60480      "  6048 

et  constater  qu'il  n'en  résulte  pas  de  changement  sensible  pour  j',/+i  ; 
dans  le  cas  contraire,  il  faudrait  recommencer  avec  la  nouvelle  valeur 
der«+i. 

Les  formules  qui  donnent  les  valeurs  approchées  de  ^)^^,  et  ?/,^^, 
sont  peu  convergentes,  et  il  ne  faut  pas  s'en  étonner,  puisqu'en  réalité 
c'est  une  extrapolation,  et  non  une  véritable  interpolation,  que  l'on 
fait  ici.  On  en  rend  les  coefficients  plus  maniables  en  calculant  d'abord 
une  valeur  approchée  de  Vn+i  par  la  formule  simple  suiAante,  sur 
laquelle  porte  toule  l'incertitude  : 

et  écrivant  alors 

^  _    I       .  7  _      T 

de  façon  à  avoir  a\ec  une  grande  précision  : 

612 

-+-  -^  A2  J„-2+  —  A3j'„_3 ^J~  A*^K«-4—  7:^^^  y-Jn-r,—  ... 

24  720   ^  288   "        60480 

240 

120  12096      -  ,\o52.      ^ 

Il  arrive  fréquemment  que  la  fonction  )'  puisse  être  mise  sous  la 
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forme 

a,  |i,  Y  élant  des  fonctions  analogues  à  /,  mais  susceptibles  d'être 
calculées  avec  une  exactitude  certainement  suffisante  à  l'aide  des 
premières  \aleurs  approchées  de  z'  et  u'  que  nous  >enons  de  déter- 
miner, ou  même  simplement  d'après  la  façon  régulière  dont  se  mani- 
festent leurs  variations. 

On  obtient  alors  une  valeur  exacte  de  Yn+i  en  résolvant  les  trois 
équations 


I 

o^    ri-ri      ■      — rt-T-n  "-«-fi 


'//  +  i  —   ô  Xn-hl  +  Z„^-l,  ?'7i+i  —   —  y/i+l  -r-  U«  +  J5 


qui  donnent 


^«-1-1  —  a«+i  4-  P/n-i  2//+1  +  T/1-+-1  ^*/t+n 


JK«+i  — ^ 

3  12 


Il  ne  reste  plus  qu'à  indiquer  comment  se  fait  la  mise  en  train  de 
la  table  d'intégration.  Tout  revient  à  déterminer  les  premières  valeurs 
de  y  en  nombre  suffisant  pour  pouvoir  commencer  la  table,  c'est- 
à-dire  pour  permettre  de  calculer  les  différences  de  y  jusqu'à  l'ordre 
où  leur  influence  devient  insensible. 

On  y  arrive  de  la  façon  suivante,  par  approximations  successives. 

Supposons  d'abord  données  les  quantités  ^o  et  Uq^  par  suite  aussi 
yo.  En  admettant  que  l'influence  des  différences  cinquièmes  de  la 
fonction  y  soit  négligeable,  au  moins  au  début  de  la  table,  on  cal- 
culera y„2,  J^_i,  y  il  yii  qui  avecyo  suffisent  pour  la  mise  en  train, 
en  appliquant  les  formules  suivantes, 


^'   .^/^Vo+^Î^SjO—  ^[^Ô3jo...    )  dz^    Jo+-^Ô2jo   -  J^     S'J 


^±1 


4|=      m'o 


2  I  \  /  ^  2 


"Li  =(  W'n-t- 


qui   résultent   immédiatement   des   formules    générales   écrites   plus 
haut. 
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Dans  une  première  approximation,  on  fera  simplement 

-'  1  =  - 0  ±  Jo,  ^4 1  =  ii'o  ±  -0  ■+-  -  ro, 

et  l'on  en  conclura  }'__i,  >',  ;  on  aura  ainsi  des  valeurs  approchées 
(le  [Ji.Sro  et  0-  )o,  que  l'on  introduira  dans  les  formules,  en  négli- 
geant les  différences  d'ordre  supérieur,  et  il  en  résultera  de  nouvelles 
valeurs  approchées  pour  y_  , ,  y,  et  aussi  pour  y_o,  y^,,  par  suite 
encore  pour  ji-oj^o?  •  •  •?  ^'Xo',  on  recommencera  alors  le  calcul  avec 
ces  valeurs,  autant  de  fois  qu'il  sera  nécessaire,  c'est-à-dire  jusqu'au 
moment  où  les  résultats  ne  changent  plus. 

S'il  j  avait  lieu  de  tenir  compte  des  différences  d'ordre  supérieur 
au  quatrième,  on  ferait  de  même,  en  complétant  les  formules  précé- 
dentes, et  leur  adjoignant  les  relations  analogues  relatives  à  ^Ij,  u'^^. 

Dans  certains  cas,  la  forme  de  la  fonction  j^  peut  suggérer  comme 
ii-dessus  des  artifices  propres  à  augmenter  la  convergence  des 
approximations  successives,  mais  le  plus  souvent  au  détriment  de  la 
simplicité  des  calculs. 

Si  Ton  se  donne  z    i  et  ;^   i,  et  par  suite  y   i,  on  se  servira  de  même 

des  formules  suivantes  qui  permettent  de  calculer  y.  27  j}^-<5  JKo?  Yti 
en  supposant  l'influence  des  différences  quatrièmes  négligeable,  et 
qu'il  serait  au  surplus  facile  de  compléter  ou  modifier  comme  nous 
venons  de  le  dire  : 

dans  la  première  approximation,  on  prendra  simplement 

u_i  ■—  u    1  —  -z    1  +  Q ^'    1  î 

f      _      t         ,      ^      f         ,1 

-2"  2-2  O      -3 


„/ 

'"-l 

= 

z 

1 
3 

T 

2 

■^0 

= 

=>'_ 

1     '" 
2 

I 

1^- 

1  1 
'2 
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pour  en  tirer  des  valeurs  approchées  de  j'_  ,  ety„,  par  suile  de  oy   ^-^ 

■> 

et  l'on  continuera   tout  coniaie  ci-dessus,   en    introduisajit   d'abord 
cette  valeur  de  By   ,  dans  les  formules  et  négligeant  les  différences 

d'ordre  supérieur. 

Il  peut  être  avantageux  de  remplacer  dans  les  formules  précé- 
dentes j)^   j  par 

11  est  manifeste  que  tout  ce.  que  nous  venons  de  dire  s'applique 

aussi  bien  à  l'intégration  d'une   équation  différentielle  du  premier 

ordre  telle  que 

dz 

il  suffira  de   supprimer   toutes  les  formules    qui  se    rapportent  aux 
quantités  u' . 

Les  mêmes  principes  s'appliquent  encore  immédia lemenl  à  l'inté- 
gration d'un  système  d'équations  simultanées. 

63.  Choisissons  comme  première  application  le  problème  suivanî, 
dont  la  solution  analytique  simple  nous  permettr;»  d'apprécier  l'exac- 
titude de  la  méthode  empirique  que  nous  venons  de  développer. 

Soit  à  étudier  le  mouvement  ascendant  d'un  point  matériel  pesant  iM, 
lancé  à  l'origine  du  temps,  en  un  point  O,  suivant  la  verticale,  et 
soumis  à  une  résistance  proportionnelle  à  sa  masse  et  au  carré  de  sa 
vitesse. 

Appelons  x  le  temps,  u  la  hauteur  du  point  M  au-dessus  de  O, 
z  sa  vitesse  de  valeur  initiale  ^o-  désignons  encore  par  g  l'accéléja- 
tion  de  la  pesanteur  (supposée  constante),  et  par  A  le  coefficient 
de  résistance  (supposé  aussi  constant).  L'équation  du  problème 
sera 

de  sorte  qu'on  est  ramené  aux  notations  ])récédent<'s  :  de  plus, 
pour  ^  r=:  o,  on  a  ;j  =  ^05  ?^  =  o-  On  a  en  réalité  à  intégrer  une  équa- 
tion du  premier  ordre,   et  à  faire  ensuite  une  quadralure. 
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La  solution  analytique  est  bien  connue;  en  déterniinanl  unan^le  c:; 
par  la  relation 


tango  = 


'A 


?=-o^/-> 


on  a 


-  =- i/f  ta'ig(T  - -^V^/O, 


I  cos(  o  —  X  \/a'A') 


A  niocl     °  coso 


en  représentant  par  niod  le  module  des  logaiithnies  décima uv.  dont 
log  est  la  caractéristique. 

Ceci  n'est  valable  d'ailleurs  que  pour  le  mouvement  ascendant,  qui 

se  termine  au  temi)s  ./'=     1 >  et  à  la  hauteur 


Il  = 


/t  mocl      ""        '  ' 

qui  correspondent  à  la  vitesse  ^=  o. 

En  prenant  comme  unités  le  mètre  et  la  seconde,  nous  ferons 

^  =  9,81,         3o=5oo.         A  =  10-'*; 

l'intervalle  /i  de  la  variable  x  sera  pris  égal  à  Tunité,  de   miMc   (|ue 
nous  supprimerons  les  accents  des  lettres  z'  et  u'  du  numéro  précé- 
dent; déplus,  on  aura  ^r^^o,  et  par  suite,  généralement,  x„=n. 
Les  formules  finies  qui  résolvent  le  problème  sont  alors 

o  =  ."ij"  Kl' 10",  37,  r,i  =  \^  \-'  ^o".  .\o'\, 

Z  =  [2,49  )83  |5  j  tang(cp  —  mcp). 
Il  =  f  4,'>C2>.i57j  X  î  0,2730175  —  log  cos(o  —  to.r)  J, 
et  l'on  a 

Construisons  maintenant  la  table  d'intégration,   et   d'abord  calcu- 
lons T'_2  7  y~{i  y 01  y\  •>  y 21  en  partant  de 

la  première  approximation  donne 

3_1  =  ,534  ,810,  51=463,190, 

d'où 

/-i  =  — 38,ii2,  Ki|=— 3i,45o,         aô^o=3,î8i,         o-' >•„  =  —  o,2:|2. 
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Il  en  résulte,  en  seconde  apj^roxiniation, 

^-2  ==  570 , 90  >.  )  _2  =  —  43 j 092,  [Jt.  ovo  —       3 , /|97, 

^^_.l  =  530,591,  )  _i  =:  —  38,6o3,  o'^j^)  =  —  o,59'>., 

Zi    =466,890,  )i    =  -3i,6o9,         |jlo3ko=       0,098, 

Z2    =437,019,        j-i    =  — ii8,909,  o- )u=  —  o,oi3; 

puis,  à  nouveau, 

5_,  =  577,438,        j_2  =  — 43,153,  [jiov'o~       3,5o3, 

^_j=  536,653,        jv'-i  = — 38, 610,  6*^)0  =  —  0,594, 

Zi    =466,836,        yi    =  —  3 1,604,         lJ-^^yo~      o,i34, 
^2    =436,615,        y-i    =  —  28,873.  ^''J'o  =  —  o,o3o; 

et  enfin 

^-2=577,468,  )_2=—  43,157, 

^-1  =  536,655,        y-i  —  —  38, 610, 

zi    =466,837,        fi    =— 3i,6o4, 
Zi    =436,634,        y,    =—28,875. 

On  peut  alors  commencer  la  lahlc  d'intégration  ci-après  (p.  290 
cl  291);  les  sommes  initiales  sont 

^~*J^_l=  ^ï7,69>,         ^'-yo=  2,898; 
2 

pour  avancer  d'un  rang,  il  suffit  d'appliquer  les  formules 

—  A-  'jrt+i-h  -J,t+H- -Tj'rt-H    —      Aj-„_i-f-    — ■   A2  )/i_2 


^«4-1 


720  ^•^"-•^       288^-^" ' 


-»'«+!  =  —  9,81  -  lo-'»  X  zl+^  ; 
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comme  ^é^i^lcaLion,  on  a  à  chaque  inslanl 
et  |)our  suivre  la  variation  de  u,  on  a  aussi 


221 


12  240        *^  2^0  604^0 

Tous  ces  calculs  sont  d'une  extrême  simplicité. 

Pour  se  rendre  compte  de  l'exactitude  des  résultats,  il  suffit  de  cal- 
culer directement  quelques  valeurs  de  z  et  u  à  laide  des  formules 
analytiques;  c'est  ainsi  que  l'on  trouve 

;io=  2()2,7>.7,         ^20=  I  •■'■G,  832,         -3o=>',ii^, 
/^,(j=  3r)()8.73,         ?<20=  5570,29,  z/3o  =  G'>oG,89, 

tandis  que  la  table  donne 

^10=262,726,  ^20=    1*^-6,832,-  S30=22,ii7, 

Uj^^  =  3()68,72,  «20=5573,28,  W3o=63o6,88. 

Enfin,  une  interpolation  immédiate  de  la  tal)le  fournit  les  valeurs 
extrêmes 

x'  —  32 ,  2843,         z'  —  o,         u  =  6332 ,  49- 

Les  erreurs  sont  donc  insensibles. 
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La  métJiode  d'intégration  empirique  peut  souvent  rire  eniploviM' 
avec  grand  avantage  pour  le  calcul  d'une  éphéméride.  En  reprenant  les 
notations  du  Chapitre  V,  et  faisant  en  outre 

P 
p=  —  =i-+-sinc2  cosr, 

'         ;-  ' 

l'équation  des  aires  du  mouvement  képlérien  s'écrit 

et  par  suite,  quelle  que  soit  la  forme  de  l'orbite,  on  voit  que  pour 
connaître  directement  l'anomalie  vraie  et  le  rayon  vecteur,  en  suppri- 
mant l'emploi  de  l'équation  de  Kepler  ou  de  tout  autre  intermédiaire 
moins  simple  encore,  il  suffit  d'intégrer  numériquement  cette  équa- 
tion du  premier  ordre. 

Dans  le  mouvement  elliptique,  si  n  est  le  moyen  mouvement 
diurne,  on  a 

Gomme  on  exprime  généralement  v  et  n  en  secondes  d'arc,  et  que 
ce  calcul  ne  s'applique  qu'aux  petites  planètes  ou  comètes,  on  fera 

k  =  [3,55ooo6G]. 

Si  l'éphéméride  doit  procéder  de  j  en  /  jours,  on  pourra  sup- 
poser h  =  I  dans  les  formules  générales  du  n"  62,  à  la  condition 
de  multiplier  /,  par  /  dans  le  second  membre  de  l'équation  diffé- 
rentielle. 

Pour  supprimer  le  travail  de  la  mise  en  train  de  la  table  d'intégra- 
tion, on  déterminera  par  un  calcul  direct  les  premières  valeurs  de  i' 
et  de  p,  en  nombre  suffisant. 

Supposons,  par  exemple, 

n  =  900",         cp  =  20°,        y  =  8, 

et  les  époques  successives  étant  désignées  par  /„,  faisons  correspondre 
1  époque  Iq  à  une  anomalie  moyenne  de  90''.  En  remplaçant  x  par  /. 
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par  i .  -  crT'par  i-  dans  les  formules  du  n"  o2,  ou  a  réqualion 

dv 


^  =  f  3, 9383700]  p2=K, 


avec 


p  =  I  +  [  I  ,  V] 405 1 7  J  cos  V  = 
Un  calcul  direct  donne 


[o,343i477j 


('  ..2  =  123. '26.  |(>,02, 

v^-i  ~  125.  1 .  5,32, 
Vq    =  i2G.33.38,4o, 

Cj   r=  128.  4  .3o,2l, 

ÇJ.2  =  123.33.^5, 4  (, 


p-?=  [1,90928)7!, 

?-i=  ["i", 9051137], 
po  =  [7,9010591], 
p,  =  [T. 8971202], 

P2     =  [7,8932957]. 


)  2  =  1 .35.  i4,*>8, 
1—1  =  F .  33.25.  '>5, 
jKo  =  it3i.  il  ,G5, 
ri  —  1 .3o.  2.7G, 
1-2    =1 .28.28,43. 


La  mise  en  train  de  la  table  d'intégration  (page  294)  en  résulte 
immédiatement,  et  l'on  poursuit  comme  dans  l'application  précé- 
dente, en  usant  des  équations  ci-dessus  et  des  formules 


i9 


2  11     ^  24  720       "^ 

I  I  I     .  I     .  .  Il», 

Les  valeurs  ^^,3 .— 146*^57' 1 1",  07?  logp,  5  =:7,  8532-86,  que  1*011 
trouve  pour  l'époque  ^15  qui  correspond  à  120°  d'anomalie  moyenne, 
sont  entièrement  exactes,  du  moins  au  degré  d'approximation  que 
peut  donner  l'emploi  des  lahles  à  sept  décimales. 


■'[)\ 
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CHAPITRE  Xf. 

CALCUL   NUMÉRIQUE   DES  PERTURBATIONS 
DU  MOUVEMENT  KÉPLÉRIEN. 


64.  Comme  nous  l'avons  déjà  vu,  le  mouvemenl  d'une  planète  ou 
d'une  comète  M  par  rapport  au  Soleil  ne  peut  être  regardé  comme 
képlérien  que  dans  une  première  approximation,  suffisante  pen- 
dant quelque  temps.  Pour  obtenir  le  mouvement  réel,  il  faut  tenir 
compte  des  forces  perturbatrices  et  déterminer  les  changements  que 
leur  influence  apporte  au  mouvement  képlérien  approché,  c'est-à-dire 
les  perturbations  de  ce  mouvement.  La  détermination  analytique  de 
ces  perturbations  est  un  problème  fort  difficile,  et  lors  même  qu'il  esl 
abordable,  comme  dans  le  cas  i\v^  astres  principaux,  la  solution  en  esl 
1res  compliquée  :  on  est  donc  obligé,  quand  il  s'agit  d'une  petite  pla- 
nète ou  d'une  comète,  de  recourir  à  la  méthode  empirique,  qui 
permet  de  calculer  sous  forme  purement  numérique  les  perturba- 
lions  de  proche  en  proche,  en  intégrant  les  équations  différentielles 
qui  les  définissent  comme  nous  l'avons  vu  au  Chapitre  précédent.  Le 
problème  peut  être  posé  de  plusieurs  façons  difTérentes,  présentant 
des  avantages  divers;  nous  allons  exposer,  avec  les  détails  nécessaires,, 
les  principales  solutions  qu'il  peut  ainsi  recevoir. 

Voici  tout  d'abord  comment  nous  pouvons  classer  ces  divers(is 
solutions.  Supposons  qu'avec  certains  éléments  képlériens,  constants 
ou  variables,  dont  le  symbole  (e,  )  désignera  l'ensemble,  on  détermin(^ 
en  fonction  du  temps  t  la  position  d'un  point  M|  ;  soit  de  plus  \  ^  la 
vitesse  de  ce  point,  tandis  que  V  est  la  vitesse  réelle  du  point  M. 

1^  On  peut  déterminer  les  éléments  [e^)  de  telle  façon  que  la  posi- 
tion M,  coïncide  avec  la  position  réelle  de  M,  en  même  temps  que  la 
vitesse  V, ,  considérée  comme  un  vecteur,  coïncide  avec  la  vitesx^ 
réelle  V. 
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Les  clémenls  (e,)  seronl  alors,  d'après  la  définition  donnée  au 
Chapitre  V,  dont  nous  garderons  généralement  toutes  les  notations, 
les  éléments  osculateurs  à  chaque  instant  à  la  trajectoire  véritable 
de  M;  et  puisque  c'est  par  ses  éléments  osculateurs  que  l'on  définit 
de  la  façon  la  plus  accessible  cette  trajectoire,  on  voit  que  cette 
méthode,  dite  de  la  variation  des  élénienls,  est  celle  qui  s'offre  natu- 
rellement tout  d'abord. 

2^  On  peut  faire  en  sorte  que  la  position  Mj  coïncide  encore 
avec  M,  et  en  outre  assujettir  simplement  le  plan  OM,  V4  à  coïncider 
avec  le  plan  OMV.  Dans  ces  conditions,  les  éléments  2f<  et  «,  défi- 
nissent le  plan  de  l'orbite  instantanée  du  point  M;  et,  entre  les  quatre 
éléments  restants,  on  peut  établir  deux  relations  choisies  arbitrai- 
rement. 

3°  On  peut  se  contenter  de  faire  coïncider  simplement  le  point  M| 
avec  la  projection  M'  du  point  M  sur  le  plan  de  l'orbite  de  M,.  Dans 
ce  cas,  on  pourra  établir  arbitrairement  quatre  relations  entre  les 
éléments  (ôi);  et  il  faudra  en  outre  déterminer  la  longueur  du  vec- 
teur M' M. 

4°  On  peut  assujettir  uniquement  les  plans  OMV  et  0M|\  <  à  coïn- 
cider; comme  plus  haut,  les  éléments  2f,  et  /j  définissent  alors  le  plan 
de  l'orbite  instantanée  du  point  M;  les  quatre  autres  éléments  peuvent 
être  choisis  arbitrairement;  mais  il  faut  déterminer  le  vecteur  M,  JM, 
ce  qui  exige  deux  nouvelles  inconnu<'s,  puisque  l'on  connaît  déjà  le 
planOM.M. 

5^  On  peut  enfin  choisir  arbitrairement  les  six  éléments  (e,  )  et 
déterminer  alors  le  vecteur  M,  M,  ce  qui  demande  trois  nouvelles 
inconnues. 

65.  Avant  d'examiner  plus  attentiveuK^nl  ces  diverses  mélhodes, 
nous  allons  encore  passer  en  revue  les  diverses  formes  qu'il  convient 
de  donner  dans  ce  but  aux  équations  du  mouvement  du  point  M. 

La  force  képlérienne  qui  agit  sur  .M  est  dirigée  suivant  MO  et  égale 

à  —,  en  faisant  /i^=/(i -f- m),  /  désignant  le  coefficient  d'attrac- 
tion; dans  le  cas  présent,  comme  il  s'agit  d'un  astre  de  masse  absolu- 
ment négligeable  devant  celle  du  Soleil,  on  aura  simplement  k-=zf. 
Le  point  M  est  soumis  de  plus  à  une  force  perturbatrice  F,  dérivant 
d'une    fonction    de    forces    R,   dite  fonclinn   prrtuihatrice ;    mais. 
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puisque  nous  n'avons  en  vue  actuellement  que  le  calcul  purement 
numérique  des  perturbations,  celte  dernière  circonstance  est  ici  sans 
intérêt  :  nons  n'avons  pas  à  mettre  en  évidence  les  dérivées  partielles 
de  la  fonction  R  par  rapport  aux  diverses  variables  qui  servent  à 
l'exprimer,  mais  seulement  les  projections  de  la  force  F  elle-même 
suivant  certaines  directions. 

Si  F.rî  Fj,  F-  sont   les   projections  de  F  sur  les  axes  fixes   Ox, 
Oy,  Os,  on  a  d'abord  les  équations  naturelles  les  plus  simples 


(I) 


d^x 
dt^   ~ 

'^'^  +  F 

d'y  _ 

dV~ 

,.3   ^^y^ 

d'-z 

Ion 


Si  l'on  fait  jc  =  ^  cosX,    >' =1:  p  sinX,   de  sorte    que   A    est  la  1( 
gitude    de   M,    tandis    que   0    est  la  projection  OM'   du   rayon   vec- 
teur OM  sur  le  plan  O^r,  les  deux  premières  équations  (1)  peuvent 
être   remplacées   par   les   suivantes,    où   Fp,    F^  désignent   les    pro- 
jections de  la  force   F   sur  OM'   et  sur   la   perpendiculaire   à   OjM 
menée    dans    le   plan   Oxy  : 


dt^  C*  7-3     "^^'P' 


dX  -f]  dri 

dï    -7^'  ^-?^^- 


Cette  transformation,  bien  connue  en  Mécanique  élémentaire, 
résulte  en  particidier  très  simplement  des  principes  de  la  théorie  du 
mouvement  relatif,  (jue  nous  allons  rappeler  brièvement  ici,  en  raison 
de  leur  usage  ultérieur. 

Soit  O^rjÇ  un  trièdre  trireclangle  mobile  par  rapport  au  liièdre 
fixe  Oxyz  de  même  origine;  son  mouvement  est  défini  par  les  pro- 
jections/?,  ^,  5  de  sa  rotation  instantanée  sur  les  axes  mobiles  Oc, 
Oïi.OÇ. 

Un  point  M  en  mouvement  a  pour  coordonnées  ^,  Tj,  'C,  par  rap- 
port à  ces  mêmes  axes  ;  sa  vitesse  absolue  et  son  accélération  absolue 
sont  respectivement  V  et  y  ;  les  projections  de  ces  deux  vecteurs  sur 
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les  axes  mobiles  sont  respectivement 

,-        d^  d\i 

Pour  appliquer  ces  principes  dans  le  cas  présent,  il  suffit  de  sup- 
poser que  OE  coïncide  avec  OM',  et  OÇ  avec  O^;  dans  ces  condi- 
tions, on  a 

et  l'on  retrouve  immédiatement  les  équations  (2)  jointes  à  la  dernière 
des  équations  (1),  toute  confusion  sur  le  double  emploi  momentané 
de  la  lettre  r\  étant  impossible. 

Reportons-nous  maintenant  aux  considérations  développées  au 
début  du  Chapitre  111.  Il  en  résulte,  en  faisant  le  changement  de 
notations  nécessaire,  qu'en  associant  aux  variables  r,  ^,  ^  (ravon 
vecteur,  argument  de  la  latitude,  longitude  du  nœud  ascendant)  les 
quantités  r',  A,  h'  (vitesse  radiale,  moment  de  la  vitesse  par  rapport 
à  l'origine,  projection  de  ce  moment  sur  l'axe  O5),  on  a,  pour  déter- 
miner le  mouvement  du  point  M,  un  système  d'équations  canoniques 
dépendant  de  la  fonction  caractéristique 


Si  l'on  introduit  à  la  place  de  h'  l'inclinaison  i,  on  obtient  donc,  en 
éliminant  /'  et  observant  que  la  fonction  R  ne  dépend  que  des 
variables  /',  g,  2r,  t,  le  système  d'équations  suivant  : 


d-^r 

/f2        A-i       àK 

dt^ 

-  ,.3        ,.2  -+-  àr  ' 

dg        h 

coli  àR            dh        (^R 

dt  "■  /-i 

h      di  '          dt  ~  dg  ' 

d^ 

cosécf   dK 

di             coséct    (^R        coti  <)R 

dt  ~ 

h        ai  ' 

dt  ""            h        à'^    '      /f     àg 
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Si  l'on  désij^iie  [Vdv  y.  rune  quelconque  des  quantités  /',  ^',  !E7,  «",  la 
dérivée  partielle  -j-  n'est  autre  chose  que  le  quotient  par  oa  du  tra- 
vail virtuel  de  la  force  perturbatrice  F,  quand  on  fait  \arier  uni- 
quement a,  suivant  les  notations  habituelles.  Par  suite,  en  désignant 
par  F,.,  F^^,  F„  les  projections  de  F  sur  le  rajon  vecteur  OAI,  sur  la 
perpendiculaire  au  rayon  vecteur  dans  le  plan  de  l'orbite  instantanée 
et  sur  la  normale  à  ce  plan,  on  a  immédiatement 

dr  -    ôg  ' 

ô\\  .     „  .     .  „  ^R  .  ^, 

de  sorte  que  les  équations  précédentes  deviennent 

'dF  ""  r3   "  r2  "'     ''•' 


dsr        h  .d^  dli 

-^  =  -::  — cosi—T-j  -7- 

dt         7-2  dt  dt 


«:/Sr  ,    .    .        r¥n  di  rV , 

-77  =-  cosecï  sin^— — ,         —  =  cos^ 


dt  -  —  '  -      o      j^     '  ^n  O      J^ 

On  obtient  d'ailleurs  directement  ces  équations  par  la  théorie  du 

mouvement  relatif  rappelée  ci-dessus,    de  la  façon  la  plus    simple. 

Prenons  pour  axes  Oç,  Ovi,  OÇ,  le  rayon  vecteur,  la  perpendiculaire 

à  ce  rayon  vecteur  dans  le  plan  de  l'orbite  instantanée,  et  la  normale 

à  ce  plan.  On  a,  pour  les  composantes  de  la  rotation  instantanée  du 

trièdre  ainsi  formé, 

...       r/2r  di 

.    ,  d?j         .        di 

y  =  sin,C0S5-;^-s,n#^, 


dt    ■    ""'"'  dt' 


.  de^  .  d 

s  =   — ^  -+■  COSl 


puis 


n  j 


l'application  des  formules  (3)  conduit  alors  immédiatement  aux  équa- 
tions précédentes,  si  toutefois  on  pose  encore  h  =  ?^'-s. 

L'usage  de  ces  équations  peut  être  avantageusement  modifié  de  la 
façon  suivante,  d'après  Hansen.  Soit   un  élément  nouveau  ^'  défini 
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par  la  relali un  clitlérentielle 

djj' ^=  cosf  d?3. 

et  faisons  'xj  ■= 'b' -^  i ,  en  considérant  a-  comme  un  élément  auxi- 
liaire. 

Appelons^ la  longitude  dans  l'orbite  du  point  M,  égale  à  g -\-?3^  et 
faisons  aussi  f'z=o'-{-  3'^  de  sorte  que  /=:/'+  o-. 

De  même  encore,  si  w  est  la  dislance  du  périhélie  au  nœud,  de 
sorte  cpie  la  longitude  du  périhélie  est  to  =  oj  +  ^,  nous  ferons 
m'  =  (0  -f-  ;j',  et  l'on  aura  m  =  ^ -|-  <3-. 

Il  convient  de  substituer  S'  à  2r,  /'  à  /,  w'  à  rn,  en  y  adjoignanl 
l'élément  auxiliaire  c;  on  obtient  ainsi  immédiatement  le  système 
d'équations  plus  simples  : 

d-2  r  __  /i2        /r2 


(5)    {  ^  =  ^>  ^=/-F,. 


df  _  Jl  dh 

dt    ~  /^  '  df 


j  d?j'  .   .        r¥,i  di  rV,,  dr;  i    .        rV „ 

les  constantes  arbitraires    introduites    par   l'intégration    des  valeurs 

de  -^  et  de  -j-  n'en  font  en  réalité  qu'une  seule. 

Soient  x'  et  y'  les  coordonnées  du  point  M  par  rapport  à  deux  axes 
rectangulaires  Ox' ^  Oy' ,  tracés  dans  le  plan  de  l'orbite  instantanée, 
de  façon  que  l'on  ait 

x'=rcosf\        y'=rs\nf'; 

et  désignons  par  F^-,,  Ferles  projections  de  la  force  F  sur  ces  axes. 

En  constatant  l'équivalence  des  équations  (2)  et  des  deux  pre- 
mières ('qualions  (i),  on  voit  que.  de  mémo,  on  p<Mil  remplacer  les 
trois  premières  équalions  (5)  par  c(^iles-ci  : 

(6)  V-dF  —  —-^- 

mais,  à    cause    de    la    présence    de  h  dans  les   deruièn-s   des    équa- 
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lions  (5).  il  Inul  V  joindre  la  relation 

,  dy'  ,  da' 

^  ~  ^  ~dt    ~~  ^    ~dt' 

La  rotation  du  trièdre  Oxy'z\,çxv  désignant  ici  par  0  c' la  nor- 
male au  plan  de  l'orbite  instantanée,  est  facile  à  trouver;  il  suffit  de 
faire  g  ^==-  —  S'  dans  les  expressions  àç  p,  q^  s  écrites  en  dernier  lieu  ; 
elles  deviennent  alors 

n  =  cos  f  V  —r-  •)      ■     7  =  sin  /   /•  -p-  ,  5=0. 

de  sorte  que  la   rotation  rlici'eliée  est  i*eprésentée  par  un  veeleur  vp\\ 

r  F 
à  —r^-)  dirigé  suivant  le  rajon  GAI. 

Le  mouvement  du  trièdre  O x  y' z^  est  donc  tel  que  le  plan  Ox' y 
de  Forbite  instantanée  roule  sans  glisser  sur  le  cône  de  sommet  O 
(jui  contient  la  trajectoire  du  point  M;  et  par  suite,  les  droites  Ox 
décrivent  \\\\  eôn<^  constamment  orthogonal  au  plan  Ox  y\ 

66.  Etudions  nuilntenant  en  détail  la  première  méthode,  celle  de  la 
variation  des  éléments.  Il  s'agit  de  former  les  équations  qui  définissent 
les  éléments  osculateurs  à  chaque  instant  de  l'orbite  du  point  M, 
c'est-à-dire  de  faire  dans  les  équations  du  mouvement  le  changement 
de  variables  qui  consiste  à  substituer  ces  éléments  aux  coordonnées 
et  aux  projections  de  la  vitesse  du  point  M.  C'est  un  prol)lème  que 
nous  avons  déjà  résolu  au  Chapitre  III,  mais,  comme  nous  l'avons  fait 
observer  plus  haut,  sous  une  forme  qui  ne  convient  pas  ici. 

Partons  des  équations  (5)  du  numéro  précédent;  les  trois  dernières 
déterminent  les  éléments  2? ,  «,  a-  qui  fixent  la  position  du  plan  de 
Forbite  instantanée.  Puis,  en  rétablissant  la  variable  r',  qui  représente 
la  vitesse  radiale,  et  faisant  apparaître  l'anomalie  vraie  Vs  les  premières 
donnent 


dr 

dt  ~ 

r', 

dr' 
dt 

A2        A2       ,^ 

dv 
dt 

dm' 
"    dt 

h 

d/i        ^ 
dt  ='''''■ 

Supposons   alors  les  quantités  /',  (^,  /'   exprimées    en  fonction  de 
l'anomalie  moyenne  M,  et  de  deux  autres  éléments,  par  exemple  le 
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moyen  mouvement  n  et  l'excentricité  c,  quant  à  //,  c'csl  simplement 
une  fonction  de  n  et  e. 

On  fait  le  changement  de  variables  <lésii'é  en  éeilvaiit  les  équations 

l elles  que 

dr   dM        Or  du        ôr  de  _^    , 
lyi  ~di  ~^  'ôrt  ~di  ~^~  ~de  ~di  ^     ' 

Or,  d'après  les  conditions  du  prol)lème,  on  a  précisément 

àr  _    ,  _f^  _  //2        /^  ^  -  !l. 

Si  donc  nous  appelons  d¥  la  différentielle  totale  d'une  fond  ion 
quelconque  F  de  M,  ai,  e,  mais  en  convenant  d'y  remplacei-  r/M 
par  ^M  —  71  dt^  les  équations  cherchées  prennent  la  forme 

,     .  dr  dr'       ^  dv        dw  dh  ^^ 

^     ^  dt  dt  '  dt  dt  dl  ' 

et  il  ne  reste  plus  qu'à  les  résoudre  par  raj)port  aux  dérivées 

<^l\I  dn         de         dw 

~di  ~  "  "      ~di^      Tft''      ~dt  ' 

Servons-nous  aussi  de  l'angle  cd  tel  que  sincs  :=  e,  du  paramètre  /) 
et  du  demi-grand  axe  a  âe  l'orbite,  liés  à  e  et  n  j)ar  les  relations 

7*2,^3^/^2^        p  =  a{i  —  e^-). 
On  a 

h  =  k  y/^, 

et  l'on  peut  écrire  les  égalités  connues 

k  p 

r  =  —  e  sin  w  J-  =  i  -\~  e  c^)Si> 

sous  la  foinie 

e    .  /•' 

e  h  I 

Différentions  comme  nous  l'avons  dil,  en  leuanl  compte  des  rela- 
tions («)  ;  (ui  a 

d  (  e\  e    dm'        V , 

dt\h  j  h    dt         A 2 

d  [ e\         .        e  dm'        [         r\  V „ 
cosr  -r:  I  -r      -^  sin  (^-r  —r-  =  (  l  -^ '  — ^ 


(î) 


dt\h)  h    dt         \     '    pj   /' - 
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Posons  alors 


|)ULS 


A  ^p  k  sjp  k  \J  p 


V  —       sin  p  —  U  -I-  cos p  I  iH-  —  )  V, 


O  =  —  cos r  —  U  +  sin  ('  (  I  -h  —  )  V  ; 


les  équations  précédentes  donnent 


j   d  (e\        ,,  dm' 

dt  \h  dt 


1?         ,1  1  1     dli 

par  suite,  a  après  la  valeur  de  —r--) 


et  <'n  partant  de  la  relation 

I 
a 

k^ 

A2 

on  a  encore 

da 

dn 

dt       ^       ^  \ 


AMl), 


^  =séc2cû(eP-f-V). 

•la  dt  :in  dt 

D'après  le  n°  !23,  on  a  maintenant 

dr  =  —  da  —  a  cost'  de  -f-  a  tanj^o  sin«  \  dM  —  «  dt). 
a  ^ 

et  puisque  dr  ^^  o,  d'après  les  équations  (a),  11  vient,  en  profitanl  des 
lésultats  précédents, 

tangç  sinp  i  — /i  |  =  cosp(P  -t  e\)  —  •>.  —  (e  P  -r- V). 

Dans  le  second  membre  de  cette  relation,  le  coefficient  de  \    est 


égal  à 


.+ii    .-î^ 


comme  on  le  voir  en  remplaçant  ecose  par  -^  —  i  •   Mettant   alors 
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pour  sinrT^  cl  sine  (i^—j\  les  \alciirs  respectivement  égales 


cospO-h  — U     et     O  +  cosp  — U, 
/•  r 


on  trouve  sans  peine 

dM 
dt 


=■11  —  cot  cp  Q  —  1  cos  cp  U , 


Rassemblant  les  résultats,  les  équations  définitives  qui  détermineni 
les  éléments  oscillateurs  s'écrivent  : 

,'  dl  ,^  d!^'  .    .       ^^_  d^   .  i    .       --, 

^^  =  cos„-\\  ,      .  ^  =  col  c  s,n  gW  ,         -^  =  lang  -  sm^^V  , 

— -i.  =  sécç  F  4- tango  V, 

dn  ..       .      /  T^         .      TT 

1  ~7r  ~  —  3/1  secç(tangapP  +  sc'cç  v  ), 

dm'  ,      ^  dM  ^  ^  - 

\  dt  •  ^  dt  '  ^  ^ 

On  a  d'ailleurs 

3"  =  ÎS^'^- a,  vs  =  m'-i-^,  g  z=  V -\- w' — St', 

el   il  est  bien  facile,  par  suite,  d'éliminer   t  pour  calculer  direcle- 
menl  2r  et  tu. 

Quand  l'inclinaison  i  est  très  petite,  le  calcul  direct  de  i  et  ?S'  peut 
présenter  des  difficultés  évidentes,  pour  des  raisons  a  priori  déjà 
expliquées.  On  feia  alors 

c  =  siii  i  sin  S"',  t' =  sint  cosS"', 

et  ces  deux  inconnues,  équivalenles  à  /  el  2r ,  seront  déterminées  par 
les  équations 

(t'O  -7-  =  cosi  sin /"'W,  —r-  =  cosi  cos /'W, 

/"'  étant  la  longitude  dans  l'orbite  v  +  cr',  comptée  à  partir  de  Taxe  O.r' 
délini  au  numéro  précédent. 

De  même,  quand  l'excentricité  est  très  petite,  on  fera 

^  =  sine  sinra',  ^' =  sinco  costît'. 
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et  l'on  aura 

en  posant 

P'=  sinrn'P  +  cosTu'Q  =  _  cos/'^  U  +  sin/Yi  +  ^)v, 

Q'=  cosw'P  —  sincj'Q  =        sin/'^U-hcos/Yi  +  ^)v. 


De  plus,  il  faut  substituer  à  l'emploi  de  l'anomalie  moyenne  celui  de 
la  longitude  moyenne  /',  égale  à  M -h  ny',  et  comptée  comme  /'  : 
c'est-à-dire  que  /désignant  la  longitude  moyenne  ordinaire  M  +  nr, 
on  a  /=  /  +  (7.  Il  vient  alors 

(7'^)  -y-  =  n -h  tan^  -  H  —  2CoscpU, 

et  l'on  peut,  d'ailleurs,  faire  cette  même  transformation  sans  incon- 
vénient dans  tous  les  cas. 

Les  équations  (-)  conviennent  au  cas  d'une  planète.  S'il  s'agit 
d'une  comète  à  courte  période,  il  vaut  mieux  se  servir,  en  plus 
de  /.  2r',  a-,  nr',  du  paramètre  p  ou  de  la  distance  périhélie  cj,  de 
l'excentricité  e  ou  de  Finverse  du  demi-grand  axe  a,  enfin  de 
l'époque  T  d'un  passage  au  périhélie.  En  observant  les  relations 

p  =  q(i-he),  M  =  n{t  —  T),  np '-  =  />:  cos^o, 

on  aura  donc  l'ensemble  d'équations 

di  „-  d?!'  .    .       ,,^  d<j  i    .       „. 

(8)      \  ^  =  P  +  eV  ou  W^_a 

^  dt  dt  p^  " 

dm'  _  Q 
dt    ~   e' 

3 

et  s'il  est  nécessaire,  on  pourra  remplacer  i  et  ^'  par  c  et  c  . 


ANDOYER 


20 
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l^our  une  comète  dont  l'orbite  est  voisine  de  la  forme  parabolique, 
la  dernière  des  formules  précédentes,  relative  à  T,  devient  illusoire, 
et  il  est  nécessaire  de  la  transformer  de  façon  à  faire  disparaître  la 
difficulté  qui  provient  du  diviseur  i  —  e-  dans  le  second  membre. 

En  égalant  à  zéro,  comme  l'indique  la  première  des  relations  («), 
la  valeur  de  t/r  fournie  par  la  formule  (i5)  du  n"  !23,  on  a 

— —  e  %\\\v  <r/T  =  cos('  dq —f- —  sin^p-  }  d\  -  )  ? 

sjp  2(n-e;2  p        \a) 

en  faisant  pour  abréger 

tang2  _ 

2  2  56  V 

J  =  IH h  7 -r  ta  ne*-; 

i  +  e  (i-+-e)2         ^    '2' 

il  en  résulte  immédiatement 

(  8«)  ^ — —  =0  —  2  tani;-  -\  +  sin  i' -  J  fe  P  h-  V  ), 

^  dt  "  '2  p 

P- 

comme  le  montre  une  transformation  facile  de  l'expression  de  —.-  - 

On  a  vu  précédemment  comment  on  peut  calculer  le  coefficient  s 

qui  se  réduit  à  -  dans  le  cas  de  la  parabole. 

Les  formules  (8)  et  (8")  conviennent  aussi  bien  au  casd'iine  orbite 
hyperbolique.  Si  l'excentricité  était  suffisamment  grande,  on  pourrait 
aussi  se  servir  des  équations  (-y)  modifiées  comme  il  suit  :  a  étant  ici 
négatif,  on  ferait 

/?'=  A-(~rO~^,  M'=  /i'(^  — T), 

de  sorte  que  M'  serait  précisément  la  quantité  4^^!^  du  n**  21  qui 
figure  dans  l'équation  qui  remplace  celle  de  Kepler,  et  l'on  aurait,  en 
n'écrivant  que  les  équations  modifiées, 

d\\' 


dt  \  e 


=  /i'+  (  -^  -4-2U     /e2— 1. 


67.    On  peut  élargir^  d'une  façon  bie>n  naturelle,  la  portée  de  la 
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méthode  de  la  variation  des  élém-ents  en  observant  cjue  l^s  expres- 
sions képlériennes  des  coordonné<'s  cl  (!.'>  composantes  de  la  vitesst^ 
du  point  M  dépendent  encore  de  la  constante  k.  Or,  rien  n'empêche 
de  regarder  cette  constante  comme  un  paramètre  que  l'on  peut  faire 
varier  lui-même  en  le  prenant  comme  un  septième  élément  de  Forbite  : 
on  est  libre  alors  d'établir  une  relation  arbitrairement  choisie  entre 
certains  de  ces  sept  éléments. 

Il  est  d'abord  clair  que  les  éléments  i  et  2r,  ou  plutôt  /,  B»',  a-,  sont 
hors  de  cause  :  ce  sont  toujours  les  mêmes.  Su[)posoné  donc  r,  /',  // 
exprimés  en  fonction  d'éléments  képlériens  M,,  p^^  e,,  analogues 
à  M,  />,  e,  et  d'une  constante  k{  remplaçant  k\  soit  aussi  v^  l'anomalie 
vraie  résultant  de  ces  éléments,  et  m\  la  longitude  du  périhélie  cor- 
respondante, définie  comme  rn' . 

Servons-nous  aussi  du  moyen  mouvement  n^  et  du  demi-grand 
axe  ai  associés  au  paramètre  yt?<,  à  l'excentricité  e^  ou  sincp,,  et  à  k^ 
par  les  formules  ordinaires 

pi  =  rt,  cos^çi,  nf  a]  =  Ic\. 

On  a  ici 

h  =  ki\/pi, 

et  au  lieu  de  Â<,  nous  introduirons  une  inconnue  équivalente  p  telle 
que  l'on  ait 

-  h  =  k  y/p  ; 

k  ayant  le  même  sens  qu'au  numéro  précédent,  p  sera  précisément  le 
paramètre  de  l'orbite  osculatrice  proprement  dite,  et  l'on  aura 


^-i  =  A-^ 


Pi 


Les  équations  qui  serviront  à  définir  les  nouvelles  variables  seront 
les  mêmes  que  précédemment,  mais  à  la  condition  évidente  d'aug- 
menter la  composante  F,,  de  la  force  perturbatrice  F  suivant  le  rayon 

vecteur  de  ~ — 7—>  remplaçant  encore  h  par  /?,  on  a  donc 
dr  _  dr'  _  k-îp  — pi)  dv^        dw\  _ 

dp        2/VpFp  Tf 
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la   différentiation  indiquée  par  la   caractéristique  d   étant   toujours 
entendue  de  la  même  façon. 
Ecrivons  alors 

r'  v//?i        r>i 


^1  sint^i  = 


/^i  ks/p 


ej  cosPi  =  —  —  r 


et  différentions  en  tenant  compte  des  équations  précédentes;  si  Ton 

fait 

„       k{p  —  px)       »i  ,,  .       ,- 

r^sjp  r 

(U,  V,  W  ayant  toujours  la  même  signification),  il  vient 


dt  '*""    '     dt  />! 


„        dp\,  Ci  ■+■  cosPi 


dm,  _        dpi  sin Pi 

ei  —r-^  =  —  cospi  S  H -, • 

dt  dt      pi 

Enfin,  comme  plus  haut,  on  a 

/dMi  \  dei         r    dai 

tangç,s,n..,(^^^-n,j=cos..  — __-^; 

et  pour  achever,  il  reste  à  se  servir  de  la  relation  que  l'on  peut 
établir  arbitrairement  entre  /?,  /j>i,  e<,  M<,  to^.  Dans  la  solution  clas- 
sique, on  fait  /?,  =  /;;  parmi  les  autres  hypothèses  que  l'on  peut 
imaginer  en  nombre  infini,  contentons-nous  de  développer  celle  qui 
consiste  à  supposer  le  paramètre  /?i  constant  :  c'est  celle  qui  conduit 
aux  résultats  les  plus  simples,  et  à  l'abri  de  toute  difficulté  de 
calcul. 

Dans  ces  conditions,  on  a 


et,  par  suite, 


day        ie\  dei 
~âf  ~       Pi 


dUx  (  r   .^ 

—  /il  =z=  I  COtÇi  COSV^i  —  2  COSÇi  —  I  b. 


dt  \  P\ 
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Rassemblant  les  résultats,  on  a  finalement 
-dï    -'P^^ 


(9) 


—j-  =  seccpi  sin(>iS, 

dT^s\  ,  j. 

— i-^  =  —  cosecoi  cos^i  b, 
clt  ' 

rfM,  /  r  \  „ 

— -   =  /l,  4-      COtCpi  costal —  2  COSCDi  1  Î5. 

dt  \       '  '   2^\J 


On  a  de  plus 


.  „  /^  \  P 

a,  =/?i  secSçi,  Tii  =  — -£_cos3cp,, 


P\ 


et  pour  l'usage,  il  convient  de  joindre  aux  équations  précédentes  la 

relation 

c?/ii  ,r      o  d^x 

(9«)  _=„.V-J/„tangî,--^. 

Si  l'excentricité  est  très  petite,  on  remplace  C3,,  to^,  Mi  par 
ôj  =  sinçi  sinTTT'i,         6'<  =  sinçpi  cost^îj,         /j  =  Mi+Tni, 

et  l'on  a 

[         dh^  dh\  .     /.,c 

]  «?/;  /      ?i  '•  \  c 

f  —r-  =  ?ii  —  (  lanff  -^  cosPi  -h  2  coscpi  —     b, 


(</) 


/'  étant  toujours  la  longitude  dans  l'orbite,  comptée  comme  précé- 
demment. 

Dans  le  cas  d'une  orbite  cométaire,  on  écrira  plutôt  : 

[  dp  ^,  dex  .         e  djîs',  ^ 

^"^  Mil  ^  (,  -  TQ  fv  -  ^^>  "  Y^  s)  +  -— ^ (,L^2^1^)s, 

[    dt  '^\  i  —  ei       j        ks/p{i-e\)\   Pi  ^1     / 

en  appelant  T,  l'époque  du  passage  au  périhélie  dans  l'orbite  définie 
par  les  éléments  marqués  de  l'indice  i . 

6i  l'excentricité  se  rapproche  beaucoup  de  l'unité,  on  remplacera 
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la  dernière  de  ces  formules,  qui  devient  alors  illusoire,  par 

pour  établir  cette  équation,  où  Jf  a  la  même  signification  que  J  au 
numéro  précédent,  il  faut,  en  égalant  à  zéro  la  valeur  de  df  fournie 
par  la  formule  (i5)  du  n^  23,  non  seulement  affecter  les  lettres  de 
l'indice  i,  mais,  afin  de  tenir  compte  de  la  variabilité  de  ki  dans  la 
façon    même    dont    cette    formule    a    été    établie,    augmenter   <:/T, 

de 7~^(^  — '^i)')    ''linsi    qu'on   le    voit   en    calculant    l'expression 

de  ^M,. 

11  reste  à  indiquer  comment  on  peut  passer  des  éléments  (e,)  de  la 
nouvelle  orbite  osculalrice  aux  éléments  osculateurs  proprement 
dits  (e),  auxquels  il  faut  toujours  revenir.  On  connaît  déjà  «,  2»',  a-  et 
le  paramètre  p.  L'anomalie  vraie  t^,  est  calculée  en  fonction  de  l'ano- 
malie moyenne  M|,  ou  bien,  s'il  s'agit  d'une  comète,  en  fonction  de 
la  quantité  P,  que  nous  avons  définie  au  Chapitre  V  pour  rem- 
placer M,,  et  qui  est  égale  ici  à 


/■  \/ p      /(  1  -h  e,) 


P 


-^^/ili-)!(,_T.). 


Égalant  alors  les  expressions  de  /'  et  de  /•'  dans  les  deux  orbites,  on 
les  deux  équations 


e  sinp        ei  sin^i 
i-^ecosp        i-heicospi 


P  Pi 

propres  à  déterminer  (^  et  e. 
On  obtient  m'  par  la  relation 

et  de  r,  on  conclut  enfin  l'anomalie  moyenne  M,  ou  bien  l'époque  T 
par  l'intermédiaire  de  la  quantité  P  égale  à 


On  peut  chercher  à  déterminer  les  perturbations  des  éléments  (e) 
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directement  à  l'aide  de  celles  des  éléments  (e^)^  afin  d'obtenir  pour 
les  premières  une  précision  équivalente  à  celle  des  secondes;  mais 
souvent,  ici  comme  dans  les  cas  analogues  que  nous  rencontreroas 
])lus  loin,  les  formules  deviennent  d'une  extrême  complication,  et  il 
paraît  alors  préférable,  pour  arriver  au  même  résultat,  de  calculer  les 
éléments  eux-mêmes,  comme  nous  venons  de  lindiquer,  à  la  condi- 
tion d'employer  le  nombre  de  cliiflVes  nécessaire  pour  atteindre  la 
même  précision  :  ce  petit  surcroît  de  peine,  même  si  l'on  doit  faire 
usage  de  tables  à  huit  décimales,  est  largement  compensé  par  la  sim- 
plicité et  la  rapidité  des  calculs. 

Supposons  par  exemple,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  que  l'on 
recherche  la  précision  du  centième  de  seconde  :  on  calculera  d'abord 
i>t  très  exactement  à  l'aide  de  tables  à  huit  décimales;  puis,  pour 
obtenir  ç  et  <?,  on  pourra  chercher  les  différences  c  —  r,  et  e  —  ety 
dont  la  détermination  directe  est  facile.  Faisons  en  effet  ^p  =  p — /?,^ 
et  écrivons  les  équations  en  v  et  e  sous  la  forme 

p 

e  sin  ç  ^=  -i—  Cl  sin  ^i, 

Pi 

P  ^P 

e  cosç»  =  -î—  ^1  cosPi  H — —: 

Pi  Pi 

des  combinaisons  évidentes  donnent  successivement 

•    /  \  ^P   • 

Pi 

/  ^        P  ^P 

e  cos(p  —  t^i)  =  ^—  ei-\ — ^cos  ^i, 

Pi  Pi 

V —  Va  p  V  ('1  Ap  V  -\-  Pi 

e  cos    =  i—  61  cos H cos ? 

1  pi  1  Pi  2 

de  sorte  que  Ton  a 

,  —  A/)  sin  Vi 

tan£r(r  —  ^'i  )  =  : ? 

"^  '       pc'i  -{-  S.p  costal 

Ap  /  V  -+-  vx    .    V  —  Vi 

e  —  Cl  =  -^    e.  -f  cos sec 

Pi\  '^  2 

et  il  suffit  d'employer  pour  ce  calcul  des  tables  à  cinq  décimales,  ou 
six  au  plus. 

Si  l'on  veut  avoir  exactement  la  différence  cp  —  cp,,  on  écrira 

sin(ç  —  '^x)  —  {e  —  ey)  cos- *-sec-^ — ^ • 
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La  différence  (^'  —  Ci  donne  la  valeur  exacte  de  tït',  et  l'on  achève, 
par  l'usage  de  tables  à  huit  décimales,  en  déterminant  M  ou  T,  et  en 
calculant,  si  l'on  veut,  a  et  n  par  les  formules 

a=/>séc2çp,         n  =  ka    '^. 

68.  Pour  utiliser  les  divers  systèmes  d'équations  que  nous  venons 
d'établir  dans  les  deux  précédents  paragraphes,  il  faut  d'abord  savoir 
calculer  les  composantes  F,,  F^j,  F,^  de  la  force  perturbatrice,  ou 
plutôt  les  fonctions  U,  V,  W  équivalentes.  D'après  le  Chapitre  I,  si 
My  désigne  une  grosse  planète,  ou  plus  exactement  le  centre  de 
gravité  d'un  système  planétaire,  de  masse  my,  et  de  coordonnées  Xj^ 
Yj^  Zj  par  rapport  aux  axes  Ox^  Oy,  O;;,  la  fonction  perturbatrice  R 
est  égale  à 


^Hi-"^^) 


en  désignant  par  Ay  la  distance  MMy,  et  par  rj  le  rayon  vecteur  OMy. 

Dans  ce  qui  suit,  nous  supprimerons  le  signe  de  sommation  ^,  mais 

il  reste  entendu  qu'on  devra  toujours  le  rétablir  pratiquement.  En 
remplaçant /par  /f-,  puisque  la  masse  de  M  est  nulle,  les  projections 
de  la  force  perturbatrice  sont  donc 


F.=  ,,„„(î:^_f.) 


et  ces   expressions    subsistent,    quels   que  soient  les  axes    fixes  ou 
mobiles  Oxyz^  mais  d'origine  O,  d'après  leur  nature  même. 

Si  donc  ^y»  T,y,  Çy  sont  les  coordonnées  de  My  par  rapport  à  des  axes 
ayant  pour  origine  le  point  M,  et  dirigés  respectivement  suivant  le 
rayon  vecteur  OM,  la  perpendiculaire  à  ce  rayon  vecteur  dans  le  plan 
de  l'orbite  instantanée  de  M^  et  la  normale  à  ce  plan,  on  a  immédiate- 
ment 


\/p 


en  faisant 


s/p  s/p 
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Les  éphémérides  donnent  les  valeurs  de  ry,  ainsi  que  de  la  longitude 
et  de  la  latitude  liéliocentriques  )vy,  '^j  de  My;  il  en  résulte  immédiate- 
ment pour  déterminer  les  coordonnées  ^y,  t^j^  Çy,  l'ensemble  de  for- 
mules 

V-j  =  'V  COS  .3y  COS  (  Xy  —  H7  ), 

vy  =  Vj [  sin  t  si n  [3y  -h  cos  i  cos  [ij  sin  ( Xy  —  ^ )J  ; 

f  y  =  [J-j  cos  ^  -f-  Vy  si  11  ^  —  /', 

^y  =  /y  [cos  «sin  3y —  siij  «cnsPysin(Xy  —  2r)], 

^-  désignant  toujours  l'argument  de  la  latitude  de  M;  les  quantités 
intermédiaires  [Jiy,  vy  sont  les  projections  du  vecteur  OMy  sur  la 
direction  ON  du  nœud  ascendant  de  l'orbite  de  M,  et  sur  la  direction 
perpendiculaire  à  ON  située  dans  le  plan  de  l'orbite. 

Les  coordonnées  Xy,  ^y  sont  des  coordonnées  écliptiques,  rapportées 
généralement  à  l'équinoxe  moyen  du  commencement  de  l'année  déca- 
daire la  plus  voisine;  bien  entendu,  les  axes  de  référence  auxquels 
se  rapportent  les  éléments  2r,  i,  w  de  l'orbite  doivent  être  les 
mêmes. 

69.  L'usage  des  équations  (^),  par  exemple,  comme  de  tous  les 
autres  systèmes  semblables,  est  extrêmement  simple.  Si  les  perturba- 
tions doivent  être  calcidées  de  /  en  y  jours,  il  sera  tout  d'abord  com- 
mode de  prendre  comme  unité  de  temps  l'intervalle  de  /  jours; 
pour  cela,  il  suffit  de  multiplier  la  constante  k  par  y,  partout  où  elle 
figure,  et  de  supposer  que  n  désigne  le  moyen  mouvement  pour 
y  jours,  c'est-à-dire  est  le  moyen  mouvement  diurne  multiplié  par  y'; 
de  même  dans  les  formules  relatives  aux  orbites  cométaires,  les 
temps  ^  et  T  sont  alors  exprimés  à  l'aide  d'une  unité  égale  à  y  jours, 
c'est-à-dire  que  leurs  mesures  en  jours  doivent  être  divisées  par  y. 
Rien  n'empêche  d'ailleurs  de  supposer  y  négatif,  et  c'est  ce  qu'il 
conviendra  de  faire  si  l'on  veut  calculer  les  perturbations  en  remon- 
tant dans  le  temps  passé  à  partir  de  l'époque  initiale. 

De  cette  manière,  l'intervalle  h  qui  figure  dans  les  formules  de 
quadrature  à  appliquer  d'après  le  Chapitre  précédent  sera  toujours 
égal  à  l'unité. 

Le  plus  souvent,  on  prend  y  =  dz  4o;  mais  il  est  clair  que  ce  choix 
doit  être  modifié  suivant  les  circonstances. 
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Il  est  à  peine  utile  d'ajouter  que  les  deux  membres  de  chacune  des 
équations  employées  doivent  être  exprimés  avec  la  même  unité;  si 
par  exemple,  on  ne  fait  usage  que  des  équations  (  "y  ),  et  que  l'on  sup- 
pose comme  d'habitude  tous  les  éléments  correspondants  exprimés 
en  secondes  d'arc,  on  pourra  exprimer  U,  V,  W  directement  en 
secondes,  en  j  remplaçant  k  par  A ',  et  il  ne  restera  plus  qu'à  prendre 
soin  de  mettre  pour/i  sa  valeur  en  radians  dans  le  second  membre  de 

l'équation  qui  donne  -y--  Rappelons  ici  que  l'on  a,  en  appelant  R'  la 

valeur  du  radian  en  secondes, 

k  =  [ 2 , 23558 1 44 ] ,         R"  =  [ 5 , 3 1 4425 1 3 ] ,         /  "  =:  [ 3 , 55ooo657 ] . 

En  considérant  toujours  les  équations  (^),  appelons  t'o^  -^o?  "^o?  '^o? 
TOf,,  les  valeurs  des  éléments  osculateurs  correspondants,  à  l'époque  Iq 
qui  sert  d'origine  au  calcul,  et  faisons  (To  =  o.  Désignons  aussi  par  Moo 
ou  /qo  les  valeurs  de  l'anomalie  moyenne  ou  de  la  longitude  moyenne 
pour  la  même  époque,  tandis  que  nous  ferons 

représentant   donc   ainsi   l'anomalie    ou   la    longitude    moyenne    de 
l'époque  ^,  mais  calculée  dans  l'orbite  osculatrice  de  l'époque  t^. 
Si  l'on  pose  maintenant 

cî'=î^o+ÔTn',         M  =  lMo-h8M         (ou   /'^ /o+ ô/'), 

les  perturbations  B?',  82r',  cr,  ôcp,  8/i,  8ro',  8M,  s'annulant  toutes  à 
l'époque  ^o,  on  aura  pour  les  déterminer  le  système  d'équations  dif- 
férentielles 

clhi  ,,, 

—  =cosg-W, 

do^'  .    .       „, 

=  cott  sui^  W, 


dt 

dfs  i 

— r-  =  tang- 
dt  ^Q. 


-—  =  tang-sin^W, 


dùM  ,s  r^  n 

—- —  =  Bn  —  col  o  Q  —  2  cos  o  U 
dt  .  ^  . 


et  l'on  intégrera  ces  équations  comme  nous  l'avons  vu  au  n**  62,  la 
petitesse  des  perturbations  rendant  en  général  le  calcul  très  facile.  En 
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se  reportant  aux  formules  et  notations  de  ce  paragraphe,  on  obtiendra 
les  valeurs  des  seconds  membres  (sauf  le  premier  terme  o/z  du  second 
membre  de  la  dernière  équation)  en  employant  les  valeurs  approchées 
fournies  par  l'application  de  la  formule 

^n+i  —  A-i^„-4-i  -h  ^  (7/iH-  AjK«-i  -f-  A2j„_2-f-  A3j„_3+  A'^J„_v-T-.  .  .  ) 

et  l'on  peut  môme,  si  Ton  consent  à  négliger  les  perturbations  du 
second  ordre  par  rapport  aux  masses  my,  l'intervalle  de  temps  t  —  t^ 
étant  assez  court,  calculer  les  seconds  membres  en  y  supposant  sim- 
plement les  éléments  constants. 

Mais  quand  il  s'agit  du  premier  terme  on  de  l'expression  de  —t—> 

on  devra  le  remplacer  par  sa  valeur  exacte  que  l'on  obtient,  après 

avoir  calculé  —7—  comme  nous  venons  de  le  dire,  par  la  formule 

Quand  on  utilise  les  équations  (9)  du  n°  67,  on  prendra />o,  Oo,  cto 
pour  valeurs  initiales  de/?,  cp,,  t^Jj,  et  l'on  choisira  la  constante  /?, 
égale  à  /?o-  En  faisant  encore  M^^Mq+ôM,,  ...  et  pz=  p^^-^-op, 
on  aura  des  équations  semblables  aux  précédentes,  mais  la  fonction  S 


égale  à 


— ^  -T-  —  U  -^  Cl  SI  11  vi  V 


r'\P         '' 


demandera,  pour  être  calculée  exactement,  la  connaissance  exacte 
de  8/?  :  on  j  parviendra  comme  ci-dessus  quand  il  s'agissait  de  on  y 
puisque  l'on  détermine  directement  8/?^par  l'équation 

et  si  le  coefficient  de  op  dans  S  était  assez  petit,  on  pourrait  même 
souvent  se  contenter  de  la  valeur  approchée  de  op  qui  suffît  pour  cal- 
culer les  autres  termes  des  seconds  membres  des  équations. 
Dans  le  cas  des  équations  de  la  forme 

-^  =  8n  +  (a, 
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on  peut  encore  procéder  autrement,  de  façon  à  éviter  le  calcul  exact 
de  on.  Il  suffît  d'écrire  8M  sous  la  forme  OiM  +  SaM,  les  quan- 
tités o,M  et  Ù2M.  qui  s'annulent  pour  l'époque  ^„,  étant  définies  par 
les  deux  équations 

on  voit  alors,  en  elfet^  que  OoM  est  déterminé  comme  les  autres  per- 

turbations,   tandis  que  8,  M  est  l'intégrale  seconde  de  — 7- »  et,    par 

suite,  est  fourni  par  la  même  table  d'intégration  que  ô/z,  à  la  condi- 
tion d'j  inscrire  les  sommes  secondes. 

Pour  avoir  une  valeur  approchée  de  8,  M  permettant  le  calcul  des 
seconds  membres,  on  appliquera  cette  fois  la  formule 

Enfin,  pour  mettre  le  calcul  en  train,  on  appliquera  les  règles  du 
n*^  62,  la  petitesse  des  perturbations  initiales  rendant  les  opérations 
très  rapides.  Les  époques  successives  étant  t__2i  t-ii  ^or  ^i?  ^25  ••••»  on 
calculera  d'abord  les  valeurs  des  seconds  membres  (y)  des  équations 
à  intégrer  pour  l'époque  ^07  à  l'aide  des  éléments  osculateurs  initiaux 
donnés.  On  en  déduira  des  valeurs  approchées  des  éléments,  et  par 
suite  des  (y),  pour  les  époques  t^i  et  tf  ;  ces  valeurs  approchées  suf- 
firont généralement  pour  commencer  le  calcul  définitif,  sans  qu'il  soit 
indispensable  de  reprendre  les  déterminations  déjà  faites. 

On  peut  aussi  bien  supposer  que  l'époque  d'osculation  initiale, 
désignée  jusqu'ici   par   ^05    soit  représentée  par    t    ,,   en  faisant  le 

changement  d'indices  nécessaire.    On  commence  alors  de  la  même 
façon,  en  calculant  les  (y)  pour  ^    ,,   et  l'on  en  déduit  des  valeurs 

approchées  des  éléments  pour  les  époques  t_i  et  /q  :  avec  ces  valeurs, 
on  pourra  commencer  le  calcul  définitif. 

Dans  bien  des  cas,  l'application  des  règles  générales  précédentes 
pourra  être  simplifiée,  comme  nous  le  verrons  dans  l'exemple  numé- 
rique traité  plus  loin  au  n*'  74. 
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70.  Examinons  maintenant  la  seconde  des  méthodes  générales 
indiquées  an  n**  64,  en  suivant  les  conceptions  fondamentales  de 
Hansen. 

Tout  d'aljord,  les  éléments  i  et  2f,  ou  plutôt  t,  !E7',  o-,  sont  déter- 
minés de  la  même  façon  que  précédemment.  Puis,  avec  des  éléments 
képlériens  à  déterminer,  par  exemple  M, ,  ^i ,  a, ,  rn'j,  suivant  les  nota- 
tions ordinaires,  auxquels  correspond  une  anomalie  vraie  r,,  on  doit 
retrouver  simplement  le  rajon  vecteur  ;-  et  la  longitude  dans  l'or- 
bite/', définis  par  les  équations  (5);  c'est-à-dire  que  l'on  doit  avoir, 
en  introduisant  la  variable  auxiliaire  /i, 


di>x        dw\         h  dh 

~di  '^  ~dt    ^  ~?''         It^'^'" 


-T-=  rF, 


d^r  _  ^  _  ^ 

On  peut,  par  suite,  établir  entre  les  inconnues  deux  relations  arbi- 
trairement choisies;  c'est  ce  que  l'on  fait  en  supposant  constante 
l'excentricité  e, ,  que  nous  appellerons  alors  Cq  5  et  en  supposant  de 

même  constante  la  quantité  r^  —j^  ?  qui  sera  égale  à  Iiq. 

Dans  ces  conditions,  on  a  d'abord 

dh  _  d-u3\  ^  h  —  h^ 

et  il  ne  reste  plus  qu'à  former  les  équations  qui  déterminent  M|  et  «4. 
Appelons  «0  et  /Iq  le  demi-grand  axe  et  le  moyen  mouvement  cons- 
tants qui  sont  liés  à  Cq  et  Iiq  parles  relations  képlériennes 

noal\/ï  —  el  =  ho,         Ji^al^A'^; 

substituons  à  M,  et  a<  deux  autres  variables  t^  et  a  telles  que,  Moo 
et  /o  étant  deux  constantes,  on  ait 

Ml  = /io(^i— ^0)  + Moo,         a,  =  a«o, 

et  considérons  l'orbite  définie  par  «o?  ^0  avec  Moo  comme  anomalie 
moyenne  de  l'époque  ^0  •  ^i  est  l'anomalie  vraie  qui  correspond  dans 
cette  orbite  à  l'époque  ^,,  et  si  r,  est  le  rayon  vecteur  associé,  on  a 
simplement  /•  =  a/ , . 

Les  quantités  (^,  et  /'<  dépendent  du  temps  uniquement  par  l'inter- 
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raédiaire  de  tt,  et  l'on  a  par  les  équations  (5)  elles-mêmes  appliquées 
au  mouvement  képlérien  : 


dpi  __  ho  d'-rx        h'I        k 


dti        r\  dt\         r\        r\ 

En  comparant  la  première  de  ces  équations  à  la  relation  choisie 


dv  ^ 
~dî 


on  a,  d'abord,  pour  déterminer  ^, ,  la  formule 

dt^  _    I 
~di  ~  lÂr-' 

D'autre  part,   en  différentiant  la  relation-  =ri,   et  profilant  du 
dernier  résultat  obtenu,  il  vient 

dr  dy.  dj'i        drx 

dt  dt  dt         dtx 

de  sorte  qu'une  nouvelle  différentiation,  faite  dans  les  mêmes  condi- 
tions, donne 

d'^r  d'^oL  _    \    d^i  X 

^  'dF  ~"  '"^  ~  ^    dt\  ' 

Remplaçant  alors  ——■  et  -y^*  par  leurs  valeurs  indiquées    ci-dessus, 
on  a  finalement,  pour  déterminer  a,  l'équation 

c/2a_(i— a)/t2        a(/i2— /i2)         a  F,. 
dt^  H  r^^  '       ~ 

Adoptons  les  notations  et  conventions  du  n°  68,  sauf  en  ce  qui  con- 
cerne U,  V,  W,  que  nous  définissons  ici  par  les  formules 

^~     h     -        Il       ^'^-^ 
on   aura,   pour   résoudre    le    problème    actuel,    l'ensemble    d'équa- 
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lions 


di  d:j'  .  .       --- 

-7-  ==  cos^W.  —z-  =cot«sin^VV, 


(n)    <§=/'oV, 


dw\         h  —  Jiq 


da 
TCt 

dix        -I 


dt     =t^^^g-^in^W, 


dt  /^  dt         a2 

d^y.  _  ii  —  y.)/.-^  ^    y.(h^—  hl) 


U, 


avec 


a/-,, 


=  f  t  H-  735  .  ."^ 


Bien  entendu,  les  conslantes  arbitraires  introduites  par  l'intégra- 
tion et  celles  qui  figurent  déjà  dans  les  équations  mcmes  se  réduiront 
en  réalité  à  six  distinctes. 

Gomme  précédemment,  si  l'inclinaison  était  assez  petite  pour 
donner  lieu  à  des  difficultés  de  calcul,  on  remplacerait  l  et  2?'  par 
sinf  sin2r'  et  sin«Cos27'. 

Ces  équations  conviennent  aussi  bien  au  cas  des  orbites  planétaires 
qu'à  celui  des  orbites  cométaires.  Dans  le  premier  cas,  il  sera  préfé- 
rable de  remplacer  t^  par  M,,  en  écrivant 


(ii«) 


~dt 


no 


/',  et  r,  seront  calculés  avec  les  éléments  Mi,  «05  <^o-  Dans  le  second 
cas,  si  l'on  appelle  Tq  une  constante  remplaçant  /o  et  Moo,  on  calcu- 
lera r<  et  Pj  pour  l'époque  t^,  dans  une  orl)ite  définie  par  l'excentri- 
cité Cq  et  le  paramètre  />,>  tel  que  /t^  =  A  y/j^Oî  l'époque  du  passage  au 
périhélie  étant  Tq.  On  voit  ainsi  que  dans  cette  méthode,  comme 
d'ailleurs  dans  celles  que  nous  devons  encore  exposer,  les  calculs 
relatifs  aux  orbites  cométaires  ne  présenteront  aucune  difficulté  spé- 
ciale, contrairement  à  ce  qui  arrive  quand  on  emploie  la  méthode 
de  la  variation  des  éléments. 

Pour  appliquer  les  équations  (11)  au  calcul  numérique  des  pertur- 
bations, prenons  pour  les  quantités  f^o,  ^07  •••7  affectées  de  l'indice 
zéro,  les  éléments  correspondants  osculateurs  au  mouvement  du 
point  M  à  l'époque  initiale  Iq',  et  soient  de  même  Ïq^  3"o,  t^o  les  valeurs 
initiales  de  «,  S^  th^,  celle  de  c  étant  nulle;  enfin  soit  comme  pré- 
cédemment Mo  l'anomalie  moyenne  /?„(^  —  to)-i-Moo  de  Tépoque  t 
dans  l'orbite  osculatrice  de  l'époque  Iq. 
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Faisons  alors 

i  =  t'o H-  ùi,       S'  =  S'o 4-  837',       Xx5\  =  TTTo 4-  5t»t',       h  ^=  ho(i -\-  oh),       a  =  i  -+-  8a, 

et 

Ml  =  Mo|4-  ôM         ou  bien         ti  =  t-\-  8^, 

suivant  qu'il  s'agit  d'une  planète  ou  d'une  comète.  On  aura 

-^=eos^W,       — ^  =  cottsin^VV,         —  ==  tang  -  sin^  W, 

^6A  ^8t7î'        /iqo/i 

~dt    ^      '  "df  ^  ~^  ' 

== :r  8«  H -îi  (  H 8/l  +  U, 


<^o\I  2/2o  /  8a  \  ^  f/8^ 


irio  /  8a\  ,  f/8^  2  /  8a\  . 

— —     14-   —     oa,      ou      —7-  = ;:     «  H )  8a. 

a^    \  -2  /       '  dt  a2  V  2  / 


Chacune  des  nouvelles  inconnues  est  de  l'ordre  des  forces  perturba- 
it 

trices,   et  s'annule  pour  1  =  1^',   de  même  la  dérivée  —r-  est  nulle 

évidemment  pour  t  =  t(f. 

L'usage  de  ces  équations  très  simples  n'appelle  aucune  observation 
qui  n'ait  déjà  été  faite  précédemment.   Toutefois,  pour  calculer  le 

second  membre  de  Féquation  qui  donne        ^  ?   on  a  besoin  de  la 

valeur  même  de  ôa;  et  si  le  coefficient ^  n'est  pas  suffisamment 

petit,  on  peut  craindre  que  la  valeur  approchée  obtenue  pour  oa  par 
l'application  de  la  formule  ordinaire  (les  notations  étant  toujours  les 
mêmes  que  précédemment) 

Un+i  =  A  -  ^-J'u+l  +  —  {yn  4-  AjK«  - 1  4-  ^^fji-i  4-  A'V«-  3  +  ^^J»  -4  +  •  •  •  j 
'l.\0        ^  I'20        -^  IJ»09() 

n'offVe  pas  une  précision  suffisante.  Dans  ce  cas,  exceptionnel  en 
réalité,  on  pourra  employer  avantageusement  l'artifice  indiqué  au 
n^  62;  en  écrivant  l'équation  sous  la  forme 

d'^  oa 

— - — -  =  A  —  a  8a, 
dV^  ' 

de  sorte  que  a  ^  -^5  on  se  servira  pour  calculer  le  second  membre 
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(le  la  formule 


yn-^i 


.W,-a^  (a-2j^„,.-  ^A^rn-.  -  7^A^r«-3  -  7^^*r-4~...) 


II 


11  ne  reste  plus  qu'à  indiquer  la  façon  de  retrouver  les  éléments 
osculateurs  proprement  dits  pour  l'époque  t.   Le  paramétre  p  est 

d'abord  égal  à  t^j  et  pour  plus  de  précision,  on  peut  écrire 


Le  rayon  vecteur  /•  est  connu;  sa  dérivée  r  par  rapport  au  temps 
résulte  d'une  formule  écrite  plus  haut 

,  dy.         I   di\ 

at        a  at\ 

c'est-à-dire,  d'après  les  lois  du  mouvement  képlérien, 

,  dot.  k  . 

«f        «Vy^o 

dy. 
la  dérivée  -j-  est  fournie  par  la  table  d'intégration  relative  à  oa. 

On  peut  alors  déterminer  l'excentricité  et  l'anomalie  vraie  oscula- 
trices  par  les  équations  connues 


P 
ecosv  = I, 

r 


qui,  écrites  sous  la  forme 


^h  —  8«  v^/>  da. 


a  Al      cit 

p  —  Po  8a 

eCOS^'  =  eoCOSt^i-h    ;; Po  ~  ^ 

permettent  la  détermination  directe  des  différences  ç  —  t^,,  e  —  eo, 
par  les  procédés  connus,  rappelés  au  paragraphe  suivant. 

Enfin,  le  calcid  s'achève  par  la  recherche  de  a  et  ai,  si  l'on  veut, 
et  par  celle  de  l'anomalie  moyenne  M,  ou  de  l'époque  du  passage  au 
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périhélie  T;  en  dernier  lieu,  on  a  pour  définir  m'  la  relation 

V  '^-  w'  =  i^  l  -!-  w\ . 

Comme  nous  Favons  déjà  dit,  on  exécutera  les  différentes  opéra- 
tions indiquées  avec  le  nombre  de  chiffres  nécessaire  pour  obtenir 
une  approximation  satisfaisante. 

71.  La  troisième  méthode  indiquée  au  n**  65  est  semblable  à  la  pré- 
cédente dans  ses  points  essentiels.  Choisissons  un  plan  fixe  Pq, 
défini  par  son  inclinaison  Îq  et  la  longitude  St^  de  son  nanid  ascen- 
dant No  par  rapport  au  plan  de  coordonnées  Oxy.  Soit  iM'  la  pro- 
jection du  point  M  sur  le  plan  Pq;  le  point  M  est  défini  :  i°  par  le 
rayon  vecteur  accourci  OM'  ou  p  ;  2°  par  sa  longitude  A,  comptée 
dans  le  plan  Po  à  partir  de  ONq,  égale  à  Fangie  de  ONo  avec  OM'; 
3°  par  sa  cote  Ç  au-dessus  du  plan  Po,  égale  à  la  longueur  de  M' M. 
En  appelant  Fp,  F^r,  Fç  les  projections  de  la  force  perturbatrice 
sur  OiVr,  sur  la  perpendiculaire  à  OM'  menée  dans  le  plan  Po,  et  sur 
la  normale  à  ce  plan,  les  équations  du  mouvement  de  M  sont,  d'après 
le  n"  65,  avec  l'introduction  d'une  variable  auxiliaire  r^  : 

di     ~  p''  dt    -^^""^ 

Imaginons  maintenant  que  la  position  du  point  M'  résulte  de 
certains  éléments  képlériens  qui  sont  d'abord  Iq,  B^o?  puis,  comme 
<n-dessus,  M<,  e<,  «j,  to^,  en  désignant  par  cette  dernière  lettre  la 
longitude  du  périhélie  comptée  dans  Po  à  partir  de  ONo;  soit  de 
plus  i^i  l'anomalie  vraie  correspondante. 

Il  faut  déterminer  M,,  e,,a(,  (o<,  de  façon  à  retrouver  0  comme 
rayon  vecteur,  et  à  avoir  X  =  c,  -h  w< .  On  dispose  par  suite  de  deux 
relations  arbitraires  entre  les  inconnues;  on  les  choisit  de  façon  que 

l'excentricité  e,  ait  une  valeur  constante  ^o,  et  que  la  quantité  p~-T^ 

ait  aussi  une  valeur  constante  Tjo,  de  sorte  que  Ton  a  en  premier  lieu 

dMj  _  r^  —  r^o 

dt  c'a       ■ 
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Si  7io  et  ciq  sont  liés  à  e^  et  7]o  par  les  relations 


faisons,  exactement  comme  au  numéro  précédent, 

et  substituons  ^,,  a  à  M,,  a,  ;  on  a  ici  p  =  a/',,  en  nommant  /\  le 
rayon  vecteur  associé  à  Vt  dans  l'orbite  d'éléments  «o,  <?o,  M, .  Raison- 
nant alors  de  la  même  façon,  on  obtient  immédiatement  pour  déter- 
miner les  inconnues  ^,  et  a  les  deux  équations 


dti        1 

'dt  ~  %'^ 

En  faisant  ici 


dt^  \  p3  7-3  /  p4 


on  a  finalement  l'ensemble  d'équations  : 


di]  _,  dodi  Y)  —  r^o  <^^i 


^^2     -  ,.3      +^^- 


Pour  calculer  —  ,  posons 


i         I  . 

comme  on  a 

la  quantité  v  sera  égale  à 

et  en  faisant  cncorie 

3  !!' 

i  2    p2    '   ' 
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le  facteur  y'  sera  donné  par  le  développement  en  série 

If  3  ^* 

la  différence  — r  sera  égale  elle-même  à  -  ^  v'. 

Comme  le  rapport  -»  égal  à  lang^,  si  l'on  désigne  par  |3  la  latitude 

P 

de  M  au-dessus  du  plan  Pq,  est  pratiquement  très  petit,  on  pourra 
presque  toujours  confondre  y'  avec  l'unité  ;  si  une  plus  grande  approxi- 

mation  devenait  nécessaire,   on  aurait  très  exactement  y' =  cos^  p, 
puisque  l'on  a 

Y'=  cos^  I^  (  1-+-   -tt  tang*  ^  -{-  . . .  )  • 

Pour  calculer  U,  V,  W,  reportons-nous  aux  conventions  et  nota- 
tions du  n°  68  ;  les  coordonnées  /y,  Xy,  '^j  ayant  toujours  la  même 
signification,  soient  ^y,  yjy,  Çy  les  coordonnées  de  My  par  rapport  à 
des  axes  ayant  pour  origine  le  point  M  et  parallèles  respectivement 
à  OM',  à  la  perpendiculaire  à  OM'  située  dans  le  plan  Po,  et  à  la  nor- 
male à  ce  plan.  On  aura 


y 


en  faisant  toujours 

^^^^Â^-^'         ^}  =  ^}  +  ^}  +  ^}- 

De  plus,  on  aura  évidemment  : 

^j  =  fjLy  cosX  -h  Vy  sin  X  —  p, 

Tj  =  —  jjLy  si n  X  4-  Vy  cos X, 

Çy=  ry  [cosiosinPy —  sint'o  cos^y  sin(Xy —  STo)] 


r 


avec 


,ay  =  rj  cos  |3y  cos  (  Xy  —  2^0  ) , 

vy=  /'y  [sint'osin  [iy-i-  cosî'o  cos^y  sin(Xy —  HTo)]. 
Pour  appliquer  les  équations  (  12)  au  calcul  numérique  des  pertur- 
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bâtions,  on  prendra  pour  i'o?  ^o,  «o,  ^o,  ...  les  éléments  correspon- 
dants osculateurs  au  mouvement  du  point  M  à  l'époque  initiale  ^o  ; 
soient  de  plus  Wo  la  valeur  osculatrice  de  l'élément  w,  distance  du  péri- 
hélie au  nœud,  et  M©  l'anomalie  moyenne  de  l'époque  t  dans  l'orbite 
osculatrice  de  l'époque  ^o- 
En  faisant 

oii  =  oiQ-i- ^M,  Yj  =  Yjo  (H- 8rj\  a  =  I -f- 8a, 

et 

Mi  =  Mo-{- ôM,         ou  bien         tir=t-y^t, 

suivant  qu'il  s'agit  d'une  planète  ou  d'une  comète,  on  aura 
~dt  "    '        ~df  "7^' 


dt'^ 

i 


= Oa  +   -  A2  ^  y'  h 1±      IH 1   Uyj  -4-  U  , 


dt^  r»    ^  ^^' 

i-i-  —    8a,         ou  -TT  =— -^     1+  —  ^^='- 


c^^  a«    V  -2  7      '  t/^  a2  \  2 

On  a  d'ailleurs 

^  I  I   /         3  ^2    A 

et  (^,,  r,  sont  calculés  dans  l'orbite  définie  par  ^o,  ^o?  M^  ;  ou  bien, 
s'il  s'agit  d'une  comète,  dans  l'orbite  définie  par  p^^  eo,  Tq,  pour 
l'époque  t^. 

Chacune  des  nouvelles  inconnues  est  de  l'ordre  des  forces  pertur- 

batrices,  et  s  annule  pour  t  =  Cq,  comme  aussi  les  dérivées  —j- y  -j-- 

L'usage  des  équations  précédentes  n'appelle  aucune  observation 
nouvelle  :  il  suffira  de  se  conformer  aux  différentes  règles  déjà 
posées. 

Examinons  maintenant  comment  se  fera  le  retour  aux  éléments 
osculateurs  proprement  dits,  désignés  comme  toujours  par  «,3",  .... 

Soient  Vp,  V(7,  V^  les  projections  de  la  vitesse  de  M  sur  les  axes 
déjà  définis  qui  portent  les  composantes  Fp,  F^,  F^  de  la  force  pertur- 
batrice, de  sorte  que 

do  d\  j       dH^ 
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les  projections  sur  ces  même  axes  du  moment  h  de  la  vitesse  par  rap- 
port à  r origine  sont  alors  respectivement 

,^  dX  ^  dp  dt  d\ 

et  par  suite,  si  l'on  appelle  /,  et  .^^  l'inclinaison  et  la  longitude  du 
nœud  ascendant  du  plan  P  de  l'orbite  instantanée  par  rapport  au 
plan  fixePoî  ^i  étant  comptée  comme  A  à  partir  de  ONo,  on  a,  d'après 
les  valeurs  de  //  et  de  r, , 

k  J p  sin  i^  sin  (  X  —  ^i  )  =  "ïq  -  ? 

'  p 

k  J  p  sin  «1  cos  (  \  —  Sr»  )  =  p  -^  —  ^—r--» 
^^  '        ^  ^  dt        ■  dt 

k  sj p  cosi'i  =  ■/;. 
On  déterminera  donc  d'abord  «<  et  S^i  par  les  deux  formules 

tangt'i  sin(  X  —  S"i)  =  -, 

P 

dX^_ydp 

, .        ^    ,         ^  dt       ^-  dt 
tang^i  cos(A  —  ^i  )  = ; 

comme  précédemment,  on  a  d'ailleurs 

o?p  dv.  k 


d^  *   df         Oi^pc 


1  ^Y 

et  les  dérivées  -i,,  -j  sont  fournies  par  les  tables  d'intégration  rela- 
tives à  a,  Ç. 

L'angle  3,  est  nécessairement  mal  déterminé  :   mais,  comme  nous 
le  verrons,  il  n'en  résulte  aucun  inconvénient. 

On  pourra  ensuite,  en  remplaçant  tj  par  k  y//?o  f  i  4-  Sr,  ),  déterminer  * 
le  paramètre  p  par  la  relation 

\Jp  =  v//>o  séc  r'i  (  1  -h  Stj  ), 
(pie  l'on  peut  écrire  encore  sous  la  forme 

>J P  —  //?o  =  sfp"^  séci'i  (  5y)  -h  9.sin5  —  |  , 
ou  bien 

p  —Po  —  Po  séc't,     2  /  1  -h  -7^  )  8>i  4-  sin^t,     . 
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En   même   temj3s,   on   calculera  l'argument  g^  de  la  latitude  dans  le 
plan  P  rapporté  an  plan  Pq,  parla  formule 

lang^'i  —  sécf'i  tang(X  —  STi  )  ; 

ou  plutôt,  on  déterminera  avec  précision  la  différence 

c/=  ,^1  — (X  —  2ri), 

en  utilisant  le  développement  en  série  bien  connu  équivalent 
d  =  tang2  J  sin2(X  —  27i)  4-  -  lang»  ^  sin4(X  —  S^i)  -h. .  .  ; 

en  raison  de  l'extrême  petitesse  de  /,,  ce  développement  pourra  géné- 
ralement être  réduit  à  son  premier  terme. 

On  trouve  alors  les  éléments  i  et  3",  ainsi  que  l'argument  propre- 
ment dit  de  la  latitude,  soit  « ,  par  la  considération  du  triangle  formé 
sur  une  sphère  de  centre  O  par  les  traces  des  plans  P,  Po  et  Oxyi 
les  côtés  opposés  aux  angles  tt —  t,  «o?  ^i  de  ce  triangle  étant  respecti- 
vement 27|,  g-  —  g^,  2r  —  2^0,  on  peut  employer  les  formules 


tang  -  iff  —  ^"i  +  .-J  —  :2q)  =  taiig  -  .^i 


cos-  («0—  ii) 


tang  -{  î>-  —  s^ 


1— 2r  +  27o)  =  lang-S-j 


I    ,  ^  ^     .  I  .,  2 


I      .  .   . 

COS-  (  ^0+  *l) 
2 

.       I    ,  .  .    . 

sin  -(^0—  ^i) 


sin-(;io+  îi) 


2 


tang  -  (  ?:  —  ï'o )  =  tang  -  «i 

COS-(.^'  —  é'i  — ^l) 
1 

En  faisant 

cl'  =  - ( ,4,'-  —  ^1  +  E;  —  Eto—  27i ),        d"  =  -{g  —  .•?■!  —  2r  H-  2/0  —  ETt), 

on  a  ces  quantités  avec  précision  par  les  développements  suivants^ 
analogues  à  celui  de  d^ 

d'  =    tang-  tang-  siiiS"i-f-  -  tang^-  tang- -  sina^TiH-. .    , 

°2  2  2  2  2 

<^"  =  — col- tang- sin Eri+ -    cot2  -  tang^  -  sin2  2ri  — .  .  . , 
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et  l'on  en  déduit 

2r  —  STo  =  d—d',        fi  —  \=^d-^  d-\-  d. 

On  peut  écrire  aussi 


COS  (    STi 


d-^d 


langl(.--.-o)=tang^  1_____^, 

cos- 


et  la  petitesse  de  i\  amène  ici,  comme  dans  les  formules  précédentes, 
des  simplifications  de  calcul  qu'il  serait  superflu  de  détailler. 

Pour  achever,  il  faut,  comme  précédemment,  tirer  l'excentricité  et 
l'anomalie  vraie  osculatrices  des  formules 

r'sTp 
k 

P 
e  cosp  =^ I, 

/■ 

dr 
r  désignant  toujours  la  dérivée  -r  :  /'  est  connu,  comme  nous  l'avons 

déjà  dit,  et  l'on  obtient  r'  par  la  relation  évidente 

'  dt        '  dt 


qui  donne,  d'après  la  valeur  de  -j  -, 


,  '     or,   d<x        t  dZ  ki'x 

r  =  ■ — h  -  -j — I =i  eo  sini'i. 


/'     dt        r  dt 


\/Pi 


Enfin,  on  déterminera  «  et  w,  si  l'on  veut,  puis  l'anomalie  moyenne 
M,  ou  l'époque  du  passage  au  périhélie,  T,  suivant  le  cas  ;  et  l'on 
aura  le  dernier  élément  oj  en  prenant  la  différence  g  —  r,   égale  à 

Tous  ces  calculs  se  feront  aisément  avec  l'exactitude  voulue,  en 
ayant  soin  de  se  conformer  aux  indications  données  à  la  fin  du  n"67. 
Pour  obtenir  directement  les  différences  v  —  c,  et  e  —  ^o,  on  fera 

e  sinp  =  eo  sin  Pi  +  e  sin  y, 

e  COS  p  =  Co  COS  Pj  H-  £  COS  / , 
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de  façon  à  avoir,  comme  Ton  sait, 

E  sin(y  —  t'i) 


tang(t^  —  Pi)  = 


eo-t-  £  cos(y  —  Pi  ) 


P  H-  Pi  \       ,      V  —  Vt 

e  —  «0=0  cos  I  -/^  —  1  sec 


On  trouve  alors  sans  peine 


E  sin 

X 

= 

r 

^osinPi  ( 

£COS 

X 

= 

Po 
r 

(p—Po 
\     Po 

1\ 


ri 


nous  avons  déjà  vu  quelles  étaient  les  valeurs  de  - — ,_       et  de  - — —  ; 
quant   à    celle    de   — ; — -^    elle   est   égale   à   asécji  —  i,    c'est-à-dire 

à  oa  -|-  2  a  sin^  —  séc^,  en  appelant  toujours  p  la  latitude  de  M  au-dessus 

du  plan  Po. 

On  a  ainsi  tous  les  éléments  du  calcul  sous  la  forme  la  plus  conve- 
nable. 

La  méthode  que  nous  venons  de  développer  est  celle  dite  de 
Hansen-Tietjen,  modifiée  et  simplifiée  dans  un  certain  nombre  de 
détails  :  elle  offre  d'assez  grands  avantages  pratiques,  en  particulier 
dans  le  cas  des  comètes.  Elle  permet  aussi  de  calculer  avec  la  plus 
grande  facilité  une  éphéméride,  en  tenant  compte  des  perturbations. 

Supposons  en  eff'et  que  l'on  calcule  par  les  formules  du  n"  25  les 
constantes  équatoriales  de  Gauss  sina,  sin 6,  sine,  cosa,  cosb,  cosc, 
A,  B,  G  qui  correspondent  à  l'hypothèse  w  =  o,  i=iQ^  2r  =  ;:7o  j 
d'après  leur  signification  même  et  celle  des  quantités  p,  X,  Ç,  on 
aura  pour  calculer  les  coordonnées  équatoriales  du  point  M  les  for- 
mules simples 

J7i  =  p  sin  a  sin  (A  -i-  X  )  -i-  T  cos  a, 

yi  =  p  sin^  sin  (  B  -f-  X  )  h-  ^  cos 6, 
^1  =  p  sin  c  sin(  G  -h  X)  -t-  Ç  cosc. 

Notons  encore  que  l'on  peut  obtenir  une  certaine  simplification 
dans  le  calcul  des  coordonnées  ^/,  r,y,  Çy,  en  opérant  de  la  façon  sui- 
vante. Soit  Py  un  plan  fixe  défini  par  son  inclinaison  ij  et  la  longi- 
tude 3y  de  son  nœud  ascendant  Ny  sur  le  plan  Oooy',  soit  de  plus  wy 
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Finclinaison  du  plan  Pq  sur  le  plan  Py,  et  N'  le  nœud  ascendant  cor- 
respondant. Dans  le  triangle  N/NoN'  déterminé  sur  la  sphère  de 
centre  O  par  les    traces    des   plans   Oxy^    Py,  Pq    {fig-  5),  faisons 


Fis.   5. 


NqN'  =:  cpy,  NyîN'  =  'hj  —  Ery;  il  est  facile  de  déterminer  une  fois  pour 
toutes  les  quantités  oy,  ^j,  toy,  par  exemple  par  les  formules 

sin  Mj  sin  çj  =  sin  ij  sin  (STo  —  S'y), 
sin  a)y  coscpy  =  sinï'o  cos ij  —  cost'o  sin^y  cos(2î"o  —  ^j), 
cos  toy  =  cos  «0  cos  ïj  +  sin  Îq  sin  ij  cosC^q  —  2î"y), 
sin  toj  s\n(<\>j  —  STy)  =  sin  Îq  sin(2ro  —  STy), 

sin  Wy  COS(^ly  —  Sy)  =  —  COS  Îq  sin  t'y  +  sin  i'o  CD;-  /y  COS(3'o  —  S'y). 

Désignons  alors  par  Ay  la  longitude  du  point  My,  comptée  à  partir 
de  0:r  jusqu'à  ONy  dans  le  plan  0.xy,  puis  à  partir  de  ONy  dans  le 
plan  Py;  et  par  Pj  la  latitude  du  même  point  par  rapport  à  Py.  On 
aura  pour  calculer  ^y,  y,y,  Çy  le  même  ensemble  de  formules  que 
ci-dessus,  à  la  condition  de  remplacer  partout  Iq  par  toy,  ^y  par  Py , 

h  —  ^0  pai'  ^>v  ~  ^v>  ^  pai'  >^  —  ?y- 

Si  l'on  prend  pour  le  plan  Py  un  plan  voisin  de  l'orbite  ins- 
tantanée du  point  My,  la  latitude  ^^  est  très  petite  et  souvent 
négligeable;  et  c'est  de  là  que  résulte  la  simplification  de  calcul 
annoncée. 

On  trouve  précisément  dans  les  éphémérides  les  valeurs  des 
quantités  Ây,  jiy,  2ry,  ij  pour  les  quatre  plus  grosses  planètes;  le 
choix  du  plan  fixe  Py  reste  le  même  pendant  les  dix  années  les  plus 
voisines  du  commencement  de  chaque  année  décadaire,  comme 
celui  de  l'équinoxe  fondamental  auquel  on  doit  rapporter  tous  les 
éléments. 
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72.  Dans  la  quatrième  des  méthodes  classées  au  n'^  64,  on  peut 
chercher  à  déterminer  directement  les  variables  /•,  g^  ^,  i,  des 
équations  (4),  qui,  avec  h  comme  inconnue  auxiliaire,  définissent 
peut-être  de  la  meilleure  façon  le  mouvement  du  point  M. 

Si  l'on  marque  de  l'indice  zéro  les  éléments  osculateurs  à  la  tra- 
jectoire de  M  pour  l'époque  ^o^  et  que  l'on  appelle  r^,  v^^  g^^  le 
rayon  vecteur,  l'anomalie  vraie  et  l'argument  de  la  latitude  qui  en 
résultent  pour  l'époque  ^,  on  a,  en  faisant  A,,  =  /»'\'^/^M 


dt^         ri        ri'  dt         ri 


d'a[)rès  les  équations  (4)  elles-mêmes. 
Posant  donc 

!^  =  2*0 H-  S2r,      i  =  Îq -I-  ^i,      h  =  /iq(i  h-  Bh),      S'  =  S'o-^  5^,      ''  =  ''o+  S''? 

les  équations  propres  à  déterminer  ces  nouvelles  inconnues  sont 

d  o?J  ,    .    .        rVn  de  rV,i 

— - —  =  cosecî  sin,^ — -— »  -y  =  cos£^— ; — , 

dt  ^     h  dt  *     h    ' 

d  oh  r  -,  d  ô^         //         ha  .  d?j 

dt  ho     '  dt  7-2        rj  dt 

d^^jr  A2  kl  yr.2  ^. 


-  -4-  —  -H  F,-. 


df^         r3         ri        /'2        /  y 

Dans  les  seconds  membres  des  deux  dernières  de  ces  équations,  il 
faut  mettre  en  évidence  les  perturbations  ôr,  SA;  en  écrivant 

h         ho        ho Bh        ho  or 

puis,  observant  que  l'on  a 

- — '-  -—  2  k^  =  A-2  (  I  +  3  eo  cos  ^'o  ), 
ro 
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Iiq 

w  = 

h   ' 
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et  posant  ici 

U  =  F, , 

on  a  les  équations  définitives 

do^  ,    .   .       -,.  dhi  „-  doli 

— - — =  coseci  sm>?- W,  -^—  =cos^W,  — 7- 

dt  ^     /*  dt  *  dt 

d^  S/-  /.2  8r 


=  coséci  sin^W,  -7—  =  cos^W,  — ^  =  V, 

I  +  Seocost'o 


(i3) 


c^i^  ,.2  ,.jj 


2  A-VoôA  /  ^  ^  5^\  _^  AH5r)2  /    _  p^^   ^  ^ 


/•3  \  2  /  /'2r2       ^  ^/.^ 


c?ô^        ^'\/po[^,        'i^r  (  ^f'W  •  ^^ 


''-      L  rQ   \  2/'o/J 


COSl 


dt  r-       I  Tn    \  2  /'o  /  I  dt* 

les  inconnues  sont  toutes  nulles  pour  t  ■=  t^^^  et  aussi  la  dérivée  —rr' 

Les  quantités  U,  V,  W  se  calculent  exactement  comme  au  n°  68, 
sauf  que  Ton  a  ici 

L'intégration  des  équations  (i3),  prises  dans  l'ordre  où  elles  sont 
écrites,  ne  saurait  présenter  aucune  difficulté,  en  tenant  compte  des 
observations  déjà  faites  précédemment. 

On  peut  substituer  à  l'argument  de  la  latitude  g  la  longitude  dans 
l'orbite/,  souvent  avec  avantage;  il  suffit  pour  cela  de  remplacer  le 

dernier  terme    — cos«  -j-  de   la   dernière   des   équations   (i3)   par 
tang-  sin^W.  On  peut  encore,  si  l'on  veut,  introduire/',  2»'  et  a-  au 

lieu  de/  et  2r. 

Si  l'inclinaison  i  est  très  petite  (et  l'on  peut  réaliser  ce  cas  en  pre- 
nant pour  plan  fixe  Oxy  le  plan  de  l'orbite  osculatrice  de  l'époque  Iq)^ 
on  remplacera  les  inconnues  2f,  «,  g  par  la  longitude  dans  l'orbite/, 
et  par  les  deux  quantités 

5=sintsin^,         5'=sintcos^, 

dont  la  première  est  le  sinus  de  la  latitude  du  point  M.  On  trouve 
alors  immédiatement,  d'après  les  équations  (4),  les  nouvelles  équa- 
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lions  correspondantes 

ds        h    , 
dt  ^'P'^  ' 

ds'  h 

—r  — :.  ^  +  cos  i  W, 

dt  r^  ' 

^=  -+  — f— W 

dt  /-s  ^  i^^  ' 

2  COS^  -■ 
2 

et  dans  la  dernière,  on  introduira  0/ comme  précédemment. 

Pour  retourner  aux  éléments  osculateurs,  on  a  d'abord,  en  vertu  de 
la  valeur  k  \J p  de  h  : 

c'est-à-dire  encore 


Ensuite,  la  comparaison  des  valeurs  de  /•  et  /'o?  et  celle    de  leurs 

dérivées  /•'  et  r'^,  dont  les  différences  sont  respectivement  or  et  -^^, 

cette  dernière  étant  fournie  par  la  table  d'intégration  relative  à  8/-, 
donne 

,   P       Po 

e  cos  i>  =  eo  cos  Vo-{- —  j 

r        /'o 
esiiK^  =  eosint'o-f-  ri^Wp  —^'oVPo)^ 

c'est-à-dire  finalement 

rs,        .  \/p  dur 

esmv  —  eo  sin  Vq  ■\-  on  en  sin  (>o  -+-  ^ 7-  ? 

A:      dt 

,    p—po       Po^r 

e  cos  V  =  en  cos  Va  -h  ^ ' • 

/•  rro 

On  achève  alors  comme  précédemment. 

73.  Enfin,  dans  la  dernière  d^s  méthodes  indiquées  au  n^  64,  le 
point  M  est  déterminé  par  ses  coordonnées  rectangulaires  jr^  ^',  3 
par  rapport  aux  axes  fixes,  définies  par  les  équations  (i). 

Si,  comme  précédemment,  on  marque  de  l'indice  zéro  les  éléments 
osculateurs  à  la  trajectoire  de  M  pour  l'époque  Iq,  et  que  l'on  appelle 
Xq,  yo,  ^07  ''0  les  coordonnées  rectangulaires  et  le  rayon  vecteur  qui 
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en  résultent  pour  l'époque  t^  on  a 

et  les  autres  équations  analogues  relatives  aux  axes  Oj',  O^. 
Si  donc  on  fait 

et  que  Ton  reuiplace  F^;,  F^.,  Fz  par  X,  Y,  Z,  on  a  pour  déterminer 

les  inconnues  ^,  Tj,  ^,  des  équations  telles  que 

d^-^-\7\--^)'^^^       •••' 
les  inconnues  et  leurs  dérivées  premières  y>  •••  étant  nulles  pour 

Les  fonctions  X,  Y,  Z  se  calculent  immédiatement;  si  .x'y,  )'y,  Zj 
sont  les  coordonnées  de  l'astre  perturbateur  My  de  masse  //iy,  on  a 


^=i:^'"v(^-g) 


avec 

la  sommation  est  étendue  à  tous  les  indices  y*. 

A- 
Faisant-^  =  A,  les  équations  cî-dessus  s'écrivent 

et  il  est  nécessaire  de  mettre  en  évidence  les  perturbations  E,  r,, 

;-3 

dans  la  différence  i r-  A  cet  effet,  on  pose 

de  sorte  que 

Dans  ces  conditions,  on  a 

^=1- (1  +  ^3')"'=  A. 


,.3 

I 

^0 
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(Il  taisant 

La  quantité  q  est  toujours  petite,  inférieure  par  exem])le  à  o,o3  en 
valeur  absolue;  il  est  alors  facile  de  construire  une  lahle  cl(uinant 
log/  en  fonction  de  q  :  c'est  la  table  d'Encke,  du  nom  de  l'astronome 
([ui  a  donné  toute  sa  valeur  à  la  méthode  que  nous  étudions  actuelle 
ment.  A  défaut  de  table,  on  peut  calculer/directement  par  la  formule 
simple 

*   \  5  -t-  V^  5/ 

OÙ  l'on  prend 

5=14-  iq. 

Plus  simplement  encore,  on  peut  poser 

taag-  ^  =  'iq  ou  si n '  0  =  —  iq^ 

suivant  que  q  est  positif  ou  négatif,  et  prendre  en  même  temps 

lil  !_" 

/        0 \   »  .         /        0  \  ^ 

/■  =  3  (  cos  -  y/  cos  0  j  ou        J  ~  ^  \  cos  -  soc  0  1      ; 

ces  formules  ne  sont  qu'approchées,  mais  l'erreur  ainsi  commise  est 
absolument  négligeable  dans  les  conditions  de  la  pratique,  puisque 

son   terme  principal  est  égal  à  ^j  ainsi  qu'il  est  facile  de  le  vérifier. 

Les  équations  du  problème  prennent  donc  la  forme 

--h(fqx—^^)^\. 
u1)  i^in^=h{fqy-ri)-^Y, 

=.h{fqz-t)  +  Z, 


avec 


qrl  =  ?  (^0  -^  l)  +  r.  (^y,+  ^J  +  l  (^o+  ^) 


Les  équations  (i4)  seront  intégrées  d'après  les  règles  du  n*^  62.  Si  le 
coefficient  A,  égal  à  -^>  est  assez  petit,  le  calcul  des  seconds  membres 
se  fera  d'une  façon  suffisamment  exacte  en  partant  des  valeurs  appro- 
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chées  obtenues  par  rapplication  de  la  formule  d'extrapolation 

Un-^X^-  ^    -yn+l-^-  :|^0',,4-  AjK„_i-h  A2j',,._2+  A-^^„_3-i-A*J^„_V+...) 

dont  la  signification  n'a  pas  besoin  d'être  expliquée  à  nouveau. 

Dans  le  cas  contraire,  exceptionnel  en  réalité,  comme  nous  l'avons 
déjà  dit,  et  plus  généralement,  si  l'on  craint  de  n'avoir  pas  ainsi  toute 
la  précision  désirable,  il  faudra  employer  un  artifice  analogue  à  celui 
que  nous  avons  déjà  rappelé  précédemment  à  propos  de  la  seconde 
méthode,  à  la  fin  du  n^  70;  mais  la  question  se  complique  un  peu  en 
raison  de  la  présence  du  facteur  q^  qui  dépend  des  trois  inconnues 

;?  ^5  s- 

Les  valeurs  approchées  déterminées  comme  nous  venons  de  le  dire 
pour  Ç,  '/i,  Ç  seront  toujours  suffisantes  pour  calculer  X,  Y,  Z,   de 

même  que  les  coefficients  Xq-\ — ,  ^o  +  7'  ^0  +  -  4^ïi  figurent  dans 

l'expression  de  ^,  et  aussi  les  valeurs  x^  y^  z  qui  multiplient  fq  dans 
les  seconds  membres  des  équations  (i4)- 

Appelons  plus  brièvement  Ç",  i\' ,  'Q'  les  dérivées  -7-^  ?  -fj*  777i  ' 
et  faisons 

12  12  12 

de  sorte  que  les  valeurs  de  X',Y',Z'  sont  obtenues  exactement  par  les 
formules  telles  que 

V'       _  \-2î:" î— A2i:" î— Ast"        __11^A4î:"       — 

'i+l  -11^-  240  •"      ^  120  ^'      "*  1209b 

en  portant  ces  valeurs  de  Ç,  7|,  î^  dans  les  équations  (14)7  oi^  ^ 

k  =  - j^ , 

i  -\ 

12 

et  il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  q.  Or,  on  a  aussi 

hfqx  _^  X    _^  ^, 

y  12  12 


h 

I  H 

12 
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et  si  l'on  porte  ces  valeurs  dans  l'expression  de  q^  en  faisant  pour 


abréger 


2  „  2  2 


J 


P  =  — ^ TT'  T  = 


^)  ^»(-^)  ^K-^ 


il  vient 


^  ~  hf 

I ^  (aa7-^  3y  +  Yz) 

12  '  -^  ' 

On  aura  ainsi,  en  rétablissant  les  indices,  la  valeur  de  q  et  celles 
de  ^',  y\\  ^'  qui  sont  nécessaires  pour  avancer  d'un  rang  dans  la  for- 
mation des  tables  d'intégration  relatives  aux  équations  (i4)?  et  cela 
avec  toute  l'exactitude  désirable.  A  la  vérité,  l'expression  de  q  ren- 
ferme le  facteur  y  qui  dépend  lui-même  de  q]  mais  comme /varie  peu 

avec  q^  et  comme  le  facteur  —  est  petit,  il  sera  bien  aisé  d'avoir  tou- 
jours une  valeur  suffisamment  approchée  de  f  pour  obtenir  exacte- 
ment q^  par  exemple  en  extrapolant  le  tableau  des  valeurs  successives 
de/. 

Indiquons  enfin  le  retour  aux  éléments  osculateurs,  et  convenons 
d'abord  de  marquer  de  l'indice  zéro  les  diverses  quantités,  constantes 
ou  non,  qui  dérivent  pour  l'époque  t  des  éléments  osculateurs  de 
l'époque  ^o  •  p^^r  exemple,  ;'o,  v^^  g^^  Mq  sont  le  rayon  vecteur,  l'ano- 
malie vraie,  l'argujiient  de  la  latitude,  l'anomalie  moyenne,  calculés 
pour  l'époque  ^,  dans  l'orbite  osculatrice  de  l'époque  ^05  tandis  que 
/•,  i^,  g^  M  sont  les  quantités  osculatrices  correspondantes  à  l'époque  t. 
Convenons  encore  d'appeler  0/  toute  différence  telle  que  / — /q^ 
et  aussi  de  marquer  par  un  accent  les  dérivées  par  rapport  au  temps. 

Il  faut,  en  premier  lieu,  calculer  les  coordonnées  Xq^  y^^  Zq 
et  leurs  dérivées  oc'^^  y'^^^  z'^.  Si  Xq^  par  exemple,  est  de  la  forme 
/•{,  sin/o  sin((^o  +  Fq),  f^  et  Fq  étant  des  constantes  dont  il  est  inutile 
de  rapporter  ici  les  valeurs,  on  a,  d'après  la  formule  (12)  du  n°  23, 
où  l'on  remplace  dM  par  n  dt^ 

k 

x'^  —  —=  sin/o[cos(Po-i-  Fo)  -f-  eoCOsFo]. 
V/'o 

Les  quantités  ô^  (ou  H),  8j',  8s,  8^',  oj',  os'  sont  données  par  les 

ANDOYHR  22 
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tables  d'intégration  relatives  aux  équations  (i4)j  de  sorte  que  l'on 
conn^il  x^  y,  z,  x,  y' ,  z  . 

On  peut  alors  calculer  directement  les  éléments  osculateurs  corres- 
pondants par  les  formules  du  n"  27  :  c'est  le  procédé  le  plus  simple 
et  souvent  aussi  le  plus  avantageux,  à  la  condition  de  prendre  les 
précautions  nécessaires  déjà  indiquées  précédemment  à  la  fin  du  n°67. 
Voici  les  formules  à  appliquer,  où  l'on  a  rétabli  comme  il  convient  la 
valeur  de  A  : 

A  sj p  sint  sin  S"  =  yz —  zy\ 

k  sJ p  sin  i  cosSr  =  xz  —  zx\ 

k\/pcosi  =  o^j' — y^' 'i 

r  sin  g  =■  z  coséct, 

r  cos^  =  X  cos3r  -^ y  sin  2?; 


•'slp        ixx' -^ yy -\- zz  )  \/ p  ^  „^_.       P 


e  sin  p  =  — T^  =  =^-^-7 ■ — ^5  e  cosp  =i i, 

A:  kr  r 

I        2        x'^-hy'^-h  z'^  ^ 


a        r  k^  ' 

ces  équations  se  réduisent  d'ailleurs  à  six  distinctes.  De  l'anomalie 
vraie  p,  on  déduira  l'anomalie  moyenne  M  ou  le  temps  du  passage  au 
périhélie,  suivant  le  cas  ;  et  enfin  l'on  aura 

Si  l'on  veut  exprimer  directement  les  perturbations  des  éléments  à 
l'aide  de  celles  des  coordonnées  et  des  projections  de  la  vitesse,  fai- 
sons d'abord 

/rP  =  7  85' —  2  oy-h  ^'o  ojK  —  r'o  55Î, 

kQ  =  X  hz'  —  z  ùx'  -+-  Zq  ^x  —  x'q  82 , 
kR  =.  X  ^y  —  y  Bx'  -\-  jKo  ^^  —  ^0  ^J  î 
on  a  alors 

8  (y//>  sint  sin  2?)  =  P, 

6  (  v/yo  sin  t  cosSr)  =  Q, 
8  {^p  cosi)  =  R; 

les  deux  premières  de  ces  équations  donneront  6  (\/psini)  et  o2r  par 
l'application  du  procédé  rappelé  au  n*"  71  ;  et  de  même  ensuite,  on 
aura  8/  et  o\/p;  de  cette  dernière  différence,  on  déduira  aussi 

hp  =  h\/p{/p  -\-\/pq). 
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En  écrivant  maintenant 

0 (r  sin  g-)  =  coséc io{^z  —  -s  coséct  c  sint), 

ô(/-cos^)  =  8a7cos3'oH-  ô^-sinSTo-h  ^  8  cos3r  -hyo  sin^r, 

et  remplaçant  o  sin«,  par  exemple,  par 

.    8t        /.        SA 
2  sin  —  cos  {  io-\ ) , 


le  même  procédé  encore  donnera  les  différences  8^-  et  ùj\ 
Directement  d'ailleurs,  on  a  aussi 

(/'-h  To)  Sr  =  (x  -i-  Xq)  8a:  -{-(y  -i- fo)  ^y  -+-  (z  -i-  Zq)  oz, 

ce  qui  vérifie  le  calcul. 

La  relation 

rr'  =  xx'  -+-  yy'  -h  zz' 

donne 

rlr'  =  x^x'  -\-y  ly' -^  zlz'  -h  x'^  hx  -+-  y'^  hy  -h  z'q  Zz  —  r'^  8r, 

ce  qui  permet  d'obtenir  Sr;  écrivant  alors 

A."  A" 


8(ecosp)=  -     Up  —  i^  8/A, 


on  a  toujours  de  la  même  façon  8e  et  8(^,  d'où 

Sa)  =  8^  —  8p. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  obtenir  directement,  en  prenant  les  précau- 
tions nécessaires,  les  valeurs  de  M,  ainsi  que  celles  de  a  et  /i,  si  l'on 
veut. 

L'emploi  de  la  relation 

I  2         a:'2-4-y2_|.^'2 


a        r  A2 

donne  aussi  directement 

oa    _  28r        {x'-\'x'Q)lx'-^iy'-\-y'Q)oy' -\-  {z' -^  z'q)Zz' 
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et  l'on  peut  en  déduire  8/z  par  l'artifice  suivant  :  on  a 

_  3 
/  Ôrt  \~  2 

/i  =  no     I  H ; 

V        «û  / 

si  donc  on  fait 

et  que,  comme  plus  haut,  on  appelle /la  quantité 

il  vient 

^n  =—fq  no; 

le  nombre /est  donné  en  fonction  de  q  par  la  table  d'Encke,  ou  par 
le  calcul  direct  que  nous  avons  indiqué. 

Bien  des  modifications  de  détail  peuvent  être  apportées,  ici  encore, 
à  ce  qui  précède  :  c'est  au  calculateur  lui-même  qu'appartient  le  soin 
de  les  établir,  suivant  les  circonstances,  et  sa  propre  convenance. 

La  présente  méthode  est  assez  souvent  employée  :  mais  comme  les 
perturbations  des  coordonnées  rectangulaires  grandissent  rapidement 
et  irrégulièrement,  il  faut  en  limiter  l'usage  à  d'assez  courtes  périodes 
de  temps.  Elle  permet  de  tenir  compte  bien  facilement  des  perturba- 
tions dans  le  calcul  d'une  éphéméride.  Si  en  effet  ^,  r,,  Ç  sont,  comme 
d'habitude,  les  perturbations  des  coordonnées  rectangulaires  éclip- 
tiques,  on  en  déduit  immédiatement  celles  des  coordonnées  rectan- 
gulaires équatoriales,  soit  ^i,  T),,  ^m  pai'  les  formules 

r^i=  r^  cos£  —  ^  sine, 
^j  =  r^  sin  £  4-  ^  cos  e, 

OÙ  £  désigne  l'obliquité  de  l'écliptique;  et  l'on  est  ainsi  en  mesure  de 
calculer  simplement  l'éphéméride,  en  partant  des  coordonnées  équa- 
toriales x^^  yi,  ^,,  qui  correspondent  à  l'orbite  osculatrice  de 
l'époque  t^. 

Si  l'on  peut  négliger  les  termes  du  second  ordre  par  rapport 
à  ^,  Yj,  Ç,  on  a  directement  les  perturbations  de  la  distance,  de  l'as- 
cension droite  et  de  la  déclinaison  géocentriques^  soit  p,  a,  o,  par 
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les  formules  connues 

d^  =  Çicosô  cosa-+-  Y]i  cosS  sina+  ^i  coso, 

p  coso  <f a  =:  —  ^1  sina  -h  Tji  cosa, 

p  d^  =  —  ^isinôcosa  —  r^i  sinô  sina -t- ^i  coso. 

Bien  entendu,  il  faudra  prendre  les  précautions  imposées  par  le 
choix  des  différents  systèmes  de  références. 

74.  Ainsi  que  nous  l'avons  déjà  dit,  on  se  sert  surtout  de  la 
méthode  de  la  variation  des  éléments,  de  celle  dite  de  «  Hansen- 
Tietjen  »,  et  de  celle  d'Encke  développée  en  dernier  lieu;  toutefois, 
on  doit  éviter  la  première  quand  il  s'agit  d'une  orbite  cométaire,  et 
limiter  l'usage  de  la  dernière  à  des  intervalles  de  temps  assez  courts. 
Mais  les  règles  à  suivre  sont  semblables  dans  tous  les  cas;  pour  les 
faire  bien  comprendre,  nous  allons  développer  avec  tous  les  détails 
nécessaires  une  application  numérique,  en  suivant  la  quatrième 
méthode,  c'est-à-dire  celle  du  n^  7î2  :  cette  méthode,  en  effet,  se 
prête  très  bien  au  calcul,  et  l'on  y  définit  la  position  du  'point  M  de 
la  façon  la  plus  simple  et  la  plus  naturelle  par  le  plan  de'  l'orbite 
instantanée,  le  rayon  vecteur  et  la  longitude  dans  l'orbite,  que  nous 
substituons  ici  à  l'argument  de  la  latitude. 

En  nous  plaçant  dans  des  conditions  fictives,  mais  analogues 
à  celles  que  l'on  rencontre  effectivement  quand  on  tient  compte  de 
l'action  de  Jupiter  sur  une  petite  planète,  imaginons  qu'à  l'époque  ^q, 
prise  pour  origine  du  temps,  l'orbite  osculatrice  du  point  M  soit 
définie  par  les  éléments  suivants  : 

fo=i5o,         Sro=75",         wo=i35",         cpo='^o°,         Moo  =  9o%         no=^oo"; 

comme  d'habitude,  le  moyen  mouvement  Hq  est  ici  rapporté  au  jour 

comme  unité.  La  force  perturbatrice  qui  agit  sur  le  point  M  provient 

d'un  seul  astre  My,  dont  la  masse  nij  est  o,  ooi,  et  qui  décrit  dans  le 

plan  Oxy,  suivant  les  lois  du  mouvement  képlérien,  un  cercle  de 

centre  O,  avec  un  moyen  mouvement  diurne  fij  de  3oo';  de  plus, 

pour  t  =  o^  sa  longitude  kj  est  nulle. 

En  prenant  l'intervalle  de  ^o  jours  pour  unité   de  temps,  il  faut 

d'abord  remplacer  /?„  et  nj  par  36ooo"  ou  lo*'  et  12000"  ou  3"  20';  la 

quantité  /.  devient 

[T, 83764143], 
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en  représentant  toujours  un  nombre  par  son  logarithme  entre  cro- 
chets, et  l'expression  de  k  en  secondes  d'arc  est 

k"=  [5,i5'2o6656]. 

Si  rj  est  le  rayon  vecteur  constant  de  My,  déterminé  par  la  relation 

Wy rj  =  k"^{\  -\-  nij)^  on  a 

'V=  [0,71540]. 

Les  divers  calculs  à  eflfectuer  sont  résumés  dans  les  formules  sui- 
vantes, où  l'on  a  représenté  par  des  accents  les  dérivées  par  rapport 

au  temps  : 

\Xj  =       r  /  co s  (  \j  —  S'  ) , 

vy  =       rj  costsin(Xy  — 2r); 

Ç  J  =       \^J  cos ^  H-  vy  sin ^  —  /•, 
'^J  =  —  l^-j  shi  g  +  ^y  cos  ^, 
tj  =  —  rj  sini  s'\n(lj  —  2r)  ; 


U  =  A-.  mj  (  Q,  $,-  ^) ,  V  =  i^-  Q,  ,,,  W  =         ^";"^'-       Q,  Ç,  ; 

\  O  /  VPo  (  i  -^  o/?  )  v//>o 

(5Sr)'=cosécf  sin^W,         (8i)'=  cos^W,         (5/î)'=V, 
(§/•)"=  À  Sr  +  B  0/1  + G,         (8//=  F8r-hG8A  +  H; 


avec 


A= ; — (1  + 3eocos(^o),  B  =  r-     i  +  —  )  ) 


II  =  tang  — sin^W; 


les  perturbations  o2f,  8/,  0/ sont  exprimées  en  secondes  d'arc. 

Nous  allons  donner  les  résultats  principaux  du  calcul  lorsqu'on 
veut  pousser  le  calcul  des  perturbations  jusqu'à  l'époque  /  =  1  o.  Tout 
d'abord,  on  déterminera  les  valeurs  de  l'anomalie  vraie  i\^el  du  rayon 
vecteur  /'^  pour  les  époques  —  2,  —  i,  o,  i ,  2,  . . . ,  10.  En  y  joignant 
go  et  Ay — ^Q,  on  a  le  tableau  suivant,  avec  l'approximation  de  la 
seconde  d'arc,  et  de  cinq  décimales  : 
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—  2 109.37.10  0,39613  •>44'37.io  278.20 

—  I II 8. 32. 18  o, 42063  253. 32. 18  281.40 

o 126.33.38  0,44209  261.33.38  285.  o 

I 1 33. 52. 35  o,4ôo66  268.52.35  288.20 

2 i4o.38.  5  0,4/652  275.38.  5  291.40 

3 146.57.  M  0,48987  281.57.  II  '^9^-   o 

4 1 52. 55. 37  o,5oo88  287.55.37  298.20 

5 i58.38.  4  0,50969  293.38.  4  3oi.4o 

() 164.  8.28  0,51643  299.  8.28  3o5.  o 

7 169.30.16  0,52118  3o4.3o.i6  3o8.2o 

8 174.46.30  0,52400  309.46.30  3  II. 40 

9 180.   o.   o  0,52494  3i5.   o.   o  3i5.   o 

10 i85.i3.3o  0,52400  32o.i3.3o  3 18. 20 

Pour  mettre  le  calcul  en  train,  en  tenant  compte  de  la  petitesse  des 
perturbations  initiales,  déterminons  maintenant,  pour  les  époques 
—  2,  —  I,  o,  I,  2,  les  valeurs  de  (S2r)',  (of  )',  (5/i)'  et  celles  des  coef- 
ficients A,  B,  G,  F,  G,  H,  sans  tenir  compte  des  perturbations;  les 
valeurs  de  A,  B,  F,  G  pour  ^  =  o  étant  d'ailleurs  inutiles.  On  a  ainsi 
tout  d'abord,  en  exprimant  SA,  comme  ensuite  or^  en  unités  du  cin- 
quième ordre  décimal  : 

e  (o2r)'  {oiy  {ôhy 

Il  II 

— 2 — i7,'-i8  — 2,12  5,067 

—  I — 26,55  — 2,o3  6,333 

o — 37,75  — 1,45  7,528 

I — 5o ,  5o  — o  ,26  8 ,  577 

•2 — 64,i;  1,64  93^95 

Appliquons  alors  les  formules  du  n°  62,  de  signification  suffisam- 
ment claire,  et  adaptées  au  cas  actuel  : 


^±1 


on  en  déduit,  toujours  pour  les  mêmes  époques,  les  valeurs  appro- 
chées de  o2r,  ôt,  ôA,  dont  on  a  besoin  pour  la  suite;  pour  82r  et  Sf, 
l'approximation  de  la  seconde  suffit,  tandis  que  pour  8A  il  faut  une 
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plus  grande  précision  ;  on  a  ainsi  : 

t  82;  U  hh 

n 

— '1 54  4  — 12,64 

—  1 32  1  —  6,94 

o o  o  o 

I —  44  —I  8,07 

2 — 101  o  i75<^8 

Portons  ces  valeurs  de  oh  dans  l'expression  A  or  +  B  oJi  H-  C 
de  (Sr)'.  et  négligeons  le  premier  terme  or  qui  est  inconnu,  mais  de 
peu  d'influence  en  raison  de  la  petitesse  de  A;  on  a  ainsi  pour  {or)" 
les  valeurs  approchées  : 

t    .  (Ô/-)" 

—  2 — 1 ,3x3 

—  I o,  i38 

o 1,553 

I 2,954 

2. 4,358 

d'où  l'on  déduit  les  valeurs  approchées  de  8r 

(8/-)-2=  1,219,         (o/-).i  =  0,541,         (8/")i  =  1,011,         (8r)2=4,975, 
en  appliquant  cette  fois  les  formules  analogues  aux  précédentes 

En  tenant  compte  alors  du  terme  A  ô/-,  on  a  de  nouveau 

t  (  or  )"  5r 

— 2 — 1,338  1,210 

—  I o,i3i  0,540 

o 1 ,553  o 

1 2,948  1,010 

2 4,340  4,966 

et  il  est  inutile  de  recommencer. 

Enfin,  avec   les   valeurs    ci-dessus   de    or  et   0/?,  on  trouve   celles 
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de  (o/)',  ainsi  que  celles  de  ù/\  approchées  comme  précédemment  : 

i  (5/)'  5/ 

—•2 — 5  ,  '2'2,  6 

—  I —3,1 4  ^ 

o ••  • — 1,'^9  o 

ï o,i4  —I 

•2 I  ,o5  o 

Sans  recommencer  le  calcul,  en  raison  de  la  petitesse  des  pertur- 
bations, on  peut  dés  maintenant  amorcer  les  tables  d'intégration  pour 
les  différentes  inconnues  o^,  3«,  SA,  Sr,  8/,  en  se  servant  des  for- 
mules suivantes  pour  déterminer  les  sommes  initiales  : 

T  T  "^   I 


Afin  que  l'on  en  soit  bien  assuré,  et  pour  obtenir  le  maximum 
d'exactitude,  recommençons  cependant,  en  employant  pour  le  calcul 
de  (S^)',  (oi)' y  (SA)  et  des  coefficients  A,  B,  G,  F,  G,  H,  les  valeurs 
approchées  que  nous  venons  d'obtenir  pour  les  perturbations;  avec 
les  \aleurs  de  (SA)'  déterminons  exactement,  et  toujours  de  la  même 
façon,  celles  de  SA,  et  calculons  (S/-)"  en  nous  servant  de  ces  valeurs, 
ainsi  que  des  valeurs  approchées  connues  de  Sr,  qui  sont  plus  que 
suffisantes;  en  partant  des  nombres  (Sr)',  déterminons  exactement 
les  Sr,  et  par  suite  enfin  les  (S/)'  :  on  obtiendra  les  résultats  consignés 
dans  les  tables  d'intégration  ci-dessous,  où  l'on  trouve,  sous  la  déno- 
mination (SB)^,  (S/)",  (SA)*^,  (o/)^,  des  valeurs  grossièrement  appro- 
chées de  o2r,  Si',  SA,  ùf,  suffisantes  pour  calculer,  avec  l'exactitude 
nécessaire,  les  expressions  de  (S2r)',  (St)',  (SA)',  A,  B,  G,  F,  G,  H  ; 
et  où  Ton  trouve  encore  sous  la  dénomination  SA  et  S/'  les  valeurs 
plus  exactes  de  ces  quantités,  qui  permettent  le  calcul  des  termes 
AS;-,  BSA,  F  S/',  G  SA. 

Pour  continuer  les  tables  d'intégration  amorcées  comme  nous 
venons  de  le  dire,  on  détermine  d'abord,  pour  l'époque^  ^  3,  les 
valeurs  (SSr)»,  (S/)»',  (SA)%  (S/)»,  en  usant  de  la  formule  d'extiapo- 
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lation 

+  ïï  •^'^ -^  1^  ^^'-^ + à  ^'-^''-^  "^  ^  ^'*^" -^  ~  ils  ^' •^''-^ -^  •  •  - 

ce  qui  donne,  par  un  calcul  rapide, 

(8^)o  =  _,^2",        {^ir=r,        (5A)o=-27,        (^/r=i\ 

en  exprimant  toujours  8/*  comme  8/'  en  unités  de  la  cinquième  déci- 
male. 

La  formule  analogue 

Un+i  =  A-2j^„+2-+-  —  (r«H-  Aj„_i-h  A2jKn-2+  A3  J„_3  +  A*  J„_4  ^  .  .  .) 

III  45 
240         '^  120         -^  1-2096         -^    '     * 

permet  ensuite  d'avoir  la  valeur  de  8/*  pour  i  =  3,  avec  une  exactitude 
presque  absolue,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  recourir  à  aucun  autre 
artifice,  soit  13,269. 

On  a  ainsi  tous  les  éléments  nécessaires  pour  calculer  les  valeurs 
de  (ùB)\  (ôf)',  (SA)',  (or)"  et  (8/)',  sauf  les  termes  B  8A  et  Go/i  qui 
réclament  une  valeur  plus  exacte  de  8/i  ;  celle-ci  sera  obtenue,  une 
fois  que  l'on  connaîtra  (SA)',  par  l'application  de  la  formule 


Za=  ^-^yu 


+1 


Il  1  IQ  3 

—  -yn—  —^fn~l—  —7  ^-yu-i ^A3j„_3—  __  A- J',,.  4  ^  .  .  .  ; 

2  12  24  720         ^  100         "^ 

et  si  l'on  veut  s'assurer  que  la  valeur  employée  pour  or  n'a  pas  besoin 
de  correction,  on  pourra  la  retrouver  en  utilisant  la  formule  ana- 
logue 

II  I  92 I 

Ua=  A-2jK«+iH y  a —  A^j^-g—  —- ^^  Jn-z—       \        A'*^-;^-^  — ..  .. 

12  240  240         "^  fao4bo 

On  continuera  de  la  même  façon,  et  l'on  formera  ainsi  les  diverses 
tables  d'intégration  jusqu'à  ^  =  10,  par  exemple.  Les  deux  dernières 
formules  écrites  fourniront  alors  les  valeurs  des  différentes  perturba- 
tions, ainsi  que  la  dérivée  (or)',  pour  l'époque  t  =^ao  (ou  pour  toute 
autre  époque  comprise  dans  la  table,  en  se  servant  des  formules  d'in- 
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terpolation  convenables)^  soit 

S3  =  -i4'29",74,         8i  =  ?/i",48,         S/  =  -4o",87, 
8A  =  0,00072 1*26,        07' =  0,00306196,        (ô/')' =  0,00081891. 

Déterminons  maintenant  les  nouveaux  éléments  osculateurs  corres- 
pondants. On  a  d'abord 

2r  =  74°45'3o",26,        /  =  i5"2'i",48. 

On  tire  des  données,  en  assurant  la  huitième  décimale  et  le  cen- 
tième de  seconde, 

/?o=  [0,34314768],         ao=  [0,39717604], 
Vq=z  i85°i3'3o",27, 

d'où 

p  =  [0,34377393] 

par  la  relation 

y/p  =  \/ Poil -h  8A); 

et,  en  n'employant  plus  que  six  décimales, 

ro=  [0,523998],         r  =  [0,524396],         Ô/?  =  [3,502426], 
ce  dernier  nombre  résultant  de  la  formule 

8jD  =  2/?o  SA  /   IH ^^  j  • 

On  a  ensuite 

e  sin  ç  —  Cq  sinPo  =  £  sin  )(^  =  ùh.eo  sinPo+    k^^^^'~  [^'^^IQ^^], 

80   po  Sr  r-,  .,  ,  ^T 

e  cos  V  —  en  cos  Vo=  t  cos  /  = =  4 ,  ^40409]  î 

^        r  /vo 

et,  par  les  relations 

£  sin  (7  —  Po) 


tang(p  —  Vo) 


^0 -t-  £  cos  ( /_  —  Po  ) 


e  —  eo  ~  e  cos  [/^  —  po 1  sec 

on  obtient 

p  — Po  =  — i7'io",77,  -î  —1=  [3,165196], 

d'où 

e  =  [ï, 53341591],         ç  =  i9°58'io",i9, 
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(82r)« 

A-i 

(8Sr)' 

A 

A2 

A3 

A* 

— 1. . . 

54 

—    17,28 

-  9>7 

—  I . . . 

3'Ji 

■        17:87 

—  26,55 

—  [  1 ,20 

-'':93 

o':38 

o.  .  . 

0 

-  19, 8B 

-  37,75 

—  12,75 

—  1,55 

0,64 

o';26 

I . .  . 

.    -  44 

—  70,38 

—  5o,5o 

-i3,66 

-0,91 

0,86 

0,22 

1. . . 

—  lOI 

-134,54 

~  64,16 

-13,71 

— o,o5 

ï,09 

0,23 

3... 

—172 

—212,41 

-  77,87 

—  12,67 

1,04 

1,24 

o,i5 

4.... 

— 257 

— 302,95 

—  90,54 

— 10,39 

2,28 

i,3o 

0,06 

5.... 

—353 

— 4o3,88 

—  100,93 

—  6,81 

3,58 

1,08 

— 0,22 

6... 

-457 

— 5ii ,62 

—  107,74 

—    2,l5 

4,66 

0,72 

—0,36 

7.... 

-567 

— 621 , 5i 

—  109,89 

3,23 

5,38 

0,06 

— 0,66 

8.... 

—675 

—728,17 

— 106,66 

8,67 

5,44 

—0,72 

-0,78 

9.... 

-778 

—826,16 

—97,99 

i3,39 

4,72 

icr.  .  .  . 

—  870 

—910,76 

—  84,60 

{Ziy 


(8/)' 


A2 


A* 


2 

4 

— 2,12 

o':o9 

—  I 

...        2 

o;'8o 

— 2,o3 

o,58 

o':49 

o':i3 

0 

0 

— o,65 

-1,45 

i  ,20 

0,62 

0,08 

— o';o5 

I 

—  I 

—0,90 

— 0,25 

1,90 

0,70 

o,o3 

— o,o5 

2 

. . .        0 

0,75 

1,65 

2,63 

0,73 

— o,o3 

— 0,06 

3 

3 

5,o3 

4,28 

3,33 

0,70 

— 0,  i5 

— 0,12 

4..... 

9 

12,64 

7,61 

3,88 

0,55 

—0,28 

— o,i3 

5 

18 

24,  i3 

n ,  49 

4,i5 

0,27 

— o,38 

—  0, 10 

6 

...          32 

39,77 

i5,64 

4,04 

—0,  II 

-0,45 

-0,07 

7 

...       49 

59,45 

19,68 

3,48 

— o,56 

—0,49 

—0,04 

8..... 

...       71 

82,61 

23,  16 

2,43 

—  I  ,o5 

—0,39 

0,10 

9 

...       95 

108,20 

25,59 

0,99 

-1,44 

10 

121 

134,78 

26,58 
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t 

S/t   (S/i)"    A 

-1 

(S/0' 

A 

A2 

A3 

A'^ 

—  '2. 

— 12,640 

5,066 

1 ,  265 

—  I  . 

—  6,939 

6,33i 

—  0,068 

—3 

,669 

1,197 

-0,079 

0. 

0 

7,528 

—0 , 1 47 

— 0,004 

3 

,859 

I ,  o5o 

— o,o83 

I  . 

8,069 

8,578 

— o,23o 

—0,011 

12 

,437 

0,820 

—0,094 

2. 

17,080 

9,398 

—0,324 

— o,oo5 

21 

,835 

0,496 

—0,099 

3. 

26,757  27 

9,894 

— 0,423 

0,004 

3i 

,729 

O3O73 

-0,095 

4. 

36,727  37 

9,967 

— o,5i8 

0,011 

41 

,696 

-0,445 

—0,084 

5.. 

46,5x8  47 

9,522 

— 0,602 

0,045 

5i 

,218 

-1,047 

— 0,039 

6.. 

55,570  56 

8,475 

—0,641 

o,o58 

59,693 

-1,688 

0,019 

7" 

63,254  63 

6,787 

— 0,622 

o,o85 

66 

,48o 

-2,3lO 

0,  io4 

8. 

68,935  69 

4,477 

— o,5i8 

0,097 

70 

,957 

-2,828 

0,201 

9- 

72,034  72 

72 

,606 

1,649 

-3, 145 

0,317 

10. . 

72,126  72 

71 

,110' 

-1,496 

t 

Sr       A-2 

A-> 

(5,-)" 

A 

A^ 

A3' 

A< 

— 2. 

1,209 

—  1,338 

1,469 

—  I . 

0,541 

o,i3i 

—0,047 

-0,659 

1,4^2 

0,021 

0. 

0     — 0,1 3o 

0,894 

1,553 

1,396 

—0,026 

0,021 

0,000 

I. 

1,010    0,764 

3,843 

2,949 

1,391 

— o,oo5 

0,011 

— 0,010 

2. 

4,969    4,607 

8,i83 

4,340 

1,397 

0,006 

— o,oo5 

—  0,016 

3. 

13,269   12,790 

13,920 

5,737 

1,398 

0,001 

—0,017 

— 0 ,012 

4. 

27,3o5   26,710 

21 ,o55 

7,i35 

1,382 

— 0,016 

— 0,040 

— 0,023 

5. 

48,474   47,765 

29,572 

8,517 

1,326 

— o,o56 

— o,o58 

—  0,018 

6. 

78,158   77,337 

39,4i5 

9,843 

1,212 

—0,114 

— 0,082 

—0,024 

7- 

117,674  116,752 

50,470 

I 1 ,o55 

1 ,016 

—0,196 

—0,095 

— 0,01 3 

8. 

168,229  167,222 

62,541 

12,071 

0,725 

—0,291 

— 0, 108 

— o,oi3 

9- 

23o,83o  229,763 

75,337 

12,796 

0,326 

—0,399 

10. 

306,195  3o5,ioo 

88,459 

l3,I22 

35o 

t  (8/)» 

n 

—1 6 

—  I. 2 

O O 

!.. —     I 

2 O 

3 I 

,4 3 

5 3 

6 2 

7 -    ^ 

8 -9 

9 —'-il 

lo — 4i 

puis 

coscp  =  [7,97306990],  «=[0,39763413], 

n  =  [2,95355537]  =  898",577i5, 
et  enfin 

V  =  i84*'56'i9",5o,        w  =/— 2r  —  p  =  i35°3o'59",64, 
avec 

M  =  189^26' 40",  61. 

En  raison  du  degré  d'approximation  adopté  pour  le  calcul  des  per- 
turbations, c'est-à-dire  celui  de  cinq  décimales,  les  résultats  précé- 
dents peuvent  être  affectés  de  très  légères  erreurs  dans  les  derniers 
chiffres. 

75.  Dans  le  cas  particulier  que  nous  venons  de  traiter,  il  est  pos- 
sible de  trouver  une  vérification  partielle  des  calculs,  en  utilisant  une 
relation  entre  les  éléments  osculaleurs  de  chaque  instant,  dite  ijité- 
grale  de  Jacobi^  et  bien  facile  à  former  comme  il  suit. 

Rappelons  d'abord  que  si  l'on  a  un  système  d'équations  canoniques 

de  la  forme 

dxi       dW  dyt  ^H 

dt         dyi  dt  dxi 
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(S/)' 

// 

5,22 

-  3,14 

A 
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A2 
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A3 
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0:78 

1,85 
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—     1,29 

—0,42 
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—  o,5i 

1,43 
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0,14 

— 0,  52 
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—  0,37 
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— 0,08 
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— 0,60 

0,01 

0,68 

o,3i 

—0,07 

1,36 

--0,67 

— 0,01 

2,04 

— 0,36 

— 0,08 

1 ,00 

—0,75 

—0,07 

3,04 

—  f,ir 

— 0,  i5 

—  0,11 

-0,^0 

— o,o3 

2,93 

— 2,01 

—0,18 

—  2, 12 

—1,08 

—0,07 

0,81 

—3,09 

—0,25 

—    5,21 

—  1,33 

—  0,07 

-  4,40 

-4,42 

— 0,32 

-  9,63 

—  1,65 

—  0,09 
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—  15,70 
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—0,41 

-29,73 

-23,83 

— 8,i3 

—53,56 
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la  fonction  H  dépendant  explicitement  des  variables  xt^  yt  et  de  t^  on 
a  la  relation 

-jT  —  —t  ou         n  =  I  —r-  dt, 

dt         dt  J    dt      ' 

puisque 

jZd  \  dxi    dt         dy,-  '~dt  /  ~  °  ' 

d'après  les  équations  elles-mêmes. 

En  appliquant  ce  résultat  aux  équations  (i)  du  Chapitre  lïl,  rappe- 
lées au  n"  60,  et  faisant  attention  que  t  ne  figure  explicitement  que 
dans  la  fonction  perturbatrice  R,  il  vient 

•2  \  /•»  /         /•  J     fit 

en  remplaçant  r'=^  H — ^5  carré  de  la  vitesse  de  M,  par  son  expression 

connue  A  -  ( i  >  a  étant  le  demi-grand  axe  de  l'orbite  osculatrice, 

on  a  plus  simplement 

(a)  hR—       -r-  dt  =  0. 

ia  J     àt 

Ce  résultat  général  prend  une  forme  plus  intéressante  dans  le  cas 
particulier  que  nous  avons  traité,  c'est-à-dire  lorsque  la  fonction 
perturbatrice  R  est  due  à  l'action  d'un  seul  astre  My  décrivant 
autour  du  Soleil  O  comme  centre,  avec  une  vitesse  angulaire 
constante  /zy,  un  cercle  de  rajon  Vj^  dont  le  plan  est  pris  pour  le 
plan  Oxy.  Dans  ce  cas,  en  effet,  la  fonction  R  ne  dépend  du  temps  t 
que  par  l'intermédiaire  de  la  longitude  \j  de  My,  et  l'on  a 


Supposons  maintenant  que  l'on  définisse  la  position  du  point  M  à 
l'aide  de  sa  longitude  ).,  de  son  rayon  vecteur  accourci  p,  c'est-à-dire 
de  la  projection  OM'  de  OM  sur  Oxy^  et  de  sa  cote  z  égale  à  M'M. 


La  fonction  R  égale  à 


•  /  I         xxj-{-  yy,\ 


avec 


Aj  =.(^  .-  ^y  )2-h  (7  ^yjY'-^z^  =  /'2+  rj  -  i(xxj^yyj), 
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ne  dépend  de  1  et  Xy  que  par  l'intermédiaire  de  la  quantité  xx/  -\-yyj 
égale  à  pz-ycos  (X  —  Xy),  de  sorte  que  l'on  a 

()R  _      'm 

D'autre  part,   la  dérivée  partielle  -p-j  égale  au  quotient  par  oA  du 

travail  virtuel  de  la  force  perturbatrice  F,  lorsqu'on  fait  varier  unique- 
ment X  de  oX,  suivant  les  notations  habituelles,  a  pour  valeur  pF^,  en 
appelant  comme  précédemment  F^  la  projection  de  F  sur  la  perpen- 
diculaire à  OM'  menée  dans  le  planO^ry;  c'est  donc  encore  --,  c'est- 
à-dire  -j  (p^  7-)'  d'après  les  équations  (2)  du  n°  60,  de  sorte  que 


/ 


en  désignant  par  G  une  constante. 

Observant  enfin  que  p^-7-  est  la  projection  k\/p  cosi  du  moment  h 

de  la  vitesse  de  M  par  rapport  au  point  O  sur  le  plan  Oxy,  la  relation 
générale  (a)  devient  ici 


2  a 


R  -+-  iijk  \J p  cosi  =  C, 


c'est-à-dire  en  remplaçant  R  par  sa  valeur  où  l'on  a  exprimé  xXj-\-yyj 
en  fonction  de  Aj  et  r-,  et  changeant  la  signification  de  la  cons- 
tante C  : 


(r5)  1-  _£y/^cost -+- m/     -r-  -f- --^ — r— 

ia        k  ^  ^  V  Ay  2 /-j     / 


C. 


Si  l'on  calcule  les  valeurs  du  premier  membre  de  cette  équation 
pour  les  deux  époques  ^=  o  et  ^  =  lo,  dans  l'application  numérique 
du  numéro  précédent,  on  trouvera,  en  se  contentant  d'employer  les 
valeurs  de  Ay  à  cinq  décimales  qui  ont  servi  au  calcul  des  perturba- 
tions, les  deux  nombres  0,32192867  et  0,82192365. 

76.  Le  calcul  des  perturbations  des  comètes  présente  quelquefois 
des  particularités  qu'il  est  encore  nécessaire  de  signaler.  En  premier 
lieu,  il  peut  arriver  qu'une  comète  se  rapproche  tellement  d'une  pla- 
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nète,  et  en  particulier  de  Jupiter,  que  Faction  de  cette  planète  doive 
être  regardée  comme  prépondérante;  en  d'autres  termes,  pendant  un 
certain  temps  au  moins,  la  comète  devient  un  satellite  de  la  planète. 

Pour  déterminer  les  conditions  dans  lesquelles  un  tel  fait  peut  se 
présenter,  considérons  le  système  formé  par  trois  points  M,  S,  J, 
soumis  à  leurs  attractions  mutuelles,  et  dont  le  premier  a  une  masse 
négligeable  par  rapport  à  celles  des  deux  autres,  itIq  et  m.  Désignons 
les  distances  SJ,  MS,  MJ  par  d^  i\  /%  et  appelons  Oo?  ^  les  angles 
en  S,  J,  dans  le  triangle  MSJ. 

Le  mouvement  relatif  du  point  M,  par  rapport  à  des  axes  de  direc- 
tions fixes  et  d'origine  S,  est  celui  d'un  point  matériel  de  masse  égale  à 
l'unité  sous  l'action  de  trois  forces  qui  sont  respectivement  :  l'attrac- 
tion de  S,  soit  "^-T^)  dirigée  suivant  MS  ;  l'attraction  de  J,  soit "^7 
dirigée  suivant  MS  ;  la  force  centrifuge,  égale  à  *^,    parallèle  à  la 

direction  JS.  Ce  mouvement  peut  donc  être  considéré  comme  un 
mouvement  képlérien  déterminé  par  une  force  principale,  égale  à  la 
première  des  forces  précédentes,  soit  Fo,  mais  troublé  par  une  force 
perturbatrice  FJ^,  égale  à  la  résultante  des  deux  dernières  de  ces 
forces  ;  on  a  d'ailleurs 

De  la  même  façon,  le  mouvement  relatif  de  M  par  rapport  au 
point  J  est  un  mouvement  képlérien  déterminé  par  une  force  princi- 
pale F,  égale  à  -^>  et  troublé  par  la  force 


F'=  4-^  v/«f*+ râ  -  2^5^^  cos6o. 

Il  est  clair  qu'il  faut  préférer  le  second  mode  de  représentation  du 

F 


F' 
mouvement  de  M  si  le  rapport  —  de  la  force  perturbatrice  ^à  la  force 


F' 
principale  est  inférieur  au  rapport  correspondant  r—  dans  le  ^premier 

mode,  c'est-à-dire  sous  la  condition 

m \  r*  ^ dJ*  -h  /'o  —  2  rg  (^^  cos  Oo  <  m 2  /-^  \/d'*  -^  ?-'*  —  1  r^  d'-  cos  0  ; 

et  en  écrivant  que  les  deux  membres  de  cette  inégalité  deviennent 
égaux,  on  définit  une  surface  de  révolution  autour  de  SJ,  qui  sépare 

ANDOYKK  23 
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les  deux  régions  de  l'espace  dans  lesquelles  doit  êlre  situé  le  point  M, 
suivant  que  c'est  l'un  ou  l'autre  des  deux  modes  de  représentation 
qu'il  convient  d'adopter. 

Si  le  rapport  ix  =  —  est  petit,  il  doit  en  être  nécessairement  de 
même  du  rapport  p  =  ^;  développons  alors  les  deux  membres  de 
l'inégalité  précédente  suivant  les  puissances  de  p.  En  écrivant 

et  remarquant  que  l'on  a 

ri  =  d'^-i-r-  —  i  dr  cos  6, 

/•q  sin6o=  ;' sinO,         cos  Go  =  4/  i -j- 

on  obtient  immédiatement 


20 
9 


p5  y/l-t-3cOS2  6  — 4p  COs6  -i-.  .  .  <  fA2(i_  4p  cosô  ^  .  . .), 

c'est-à-dire 

1 

p<^  f  f^'        =Y(^-  ?-pcos8  - 

\/i-+-3cos26/    \         3  I 


6cos2Q 
3cos2  0 


Le  facteur  (i  +  Scos^O)     "  reste  compris  entre  i  et  0,87;  par  suite, 
si  tjL  est  suffisamment  petit,  on  peut  dire  que  c'est  le  second  mode  de 


représentation  qu'il  faut  préférer  quand  on  a  p  <^  0,8-  |j.  ;  et,  au  cou- 

2 

traire,  il  faut  certainement  préférer  le  premier  quand  on  a  p  ^  |j.\ 

En  appliquant  ce  résultat  au  problème  proposé,  et  supposant  que  S 
soit  le  Soleil,  tandis  que  J  représente  Jupiter,  les  deux  limites  précé- 
dentes sont  respectivement  o,o54  et  0,062;  et  en  mettant  pour  d  sa 
valeur  moyenne,  on  voit  qu'en  résumé  une  comète  doit  être  regardée 
comme  un  satellite  de  Jupiter  toutes  les  fois  que  sa  dislance  à  cette 
planète  devient  inférieure  à  o,3. 

On  aurait  des  résultats  analogues  pour  les  autres  planètes.  Pour 
étudier  les  perturbations  produites  par  l'action  du  Soleil  sur  le  mou- 
vement jovicentrique  d'un  satellite  de  Jupiter  dont  la  masse  est  sup- 
posée négligeable,  il  suffit  de  se  reporter  au  Chapitre  I  pour 
voir  qu'en  négligeant  des  quantités  tout  à  fait  insensibles,   il   n'y  a 
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rien  à  changer  aux  équations  développées  au  cours  du  présent  Cha- 
pitre, à  la  condition  d'appeler  ^,  y,  ^,  ...,  .^y,  Vy,  -sy,  ...  respective- 
ment, les  coordonnées  jovicentriques  du  satellite  et  du  Soleil;  en 
outre,  il  faut  prendre  comme  unité  de  masse  la  masse  de  Jupiter,  ce 
qui  revient  à  remplacer  k-  par  k'^m'  et  rrij  par  — y,  en  appelant  m'  la 

masse  de  Jupiter  rapportée  comme  d'habitude  à  celle  du  Soleil  comme 
unité. 

Au  moment  où  une  comète  pénètre  dans  la  splière  d^ activité  de 
Jupiter,  c'est-à-dire  quand  on  doit  cesser  l'étude  de  son  mouvement 
képlérien  autour  du  Soleil  troublé  par  l'action  de  Jupiter,  pour  la 
remplacer  par  celle  de  son  mouvement  képlérien  autour  de  Jupiter 
troublé  par  l'action  du  Soleil,  on  obtiendra  les  éléments  de  ce  nou- 
veau mouvement  de  la  façon  suivante.  Sia?,j^,  s,  ^,,  y,,  z^  sont 
respectivement  les  coordonnées  héliocentriques  et  jovicentriques  de 
la  comète,  tandis  que  x' ^  y',  z  sont  les  coordonnées  héliocen- 
triques de  Jupiter,  on  a 

,  dxy        dx       dx' 

'  dt  dt         dt  ' 

comme  on  connaît  x^—r-^  •••  par  les  calculs  déjà  effectués,  et  aussi 

x\  —rri  '"  par  les  éphémérides,   on  en  déduira  ^,,  -— >  ...  et  par 

suite,  comme  nous  l'avons  déjà  rappelé  au  n*^  73,  les  éléments  du 
mouvement  relatif  autour  de  Jupiter;  comme  ci-dessus,  11  faul, 
dans  les  formules  finies  relatives  à  cette  question,  remplacer  Â- 
par  k^m' . 

On  fera  le  même  calcul  en  sens  inverse,  au  moment  où  la  comète 
sort  de  la  sphère  d'activité  de  Jupiter,  pour  retourner  aux  éléments  du 
mouvement  héliocentrique.  Ces  éléments  pourront  être  très  diffé- 
rents des  éléments  primitifs  qui  correspondent  à  l'entrée  dans  la 
sphère  d'activité. 

Si  l'on  suppose  que,  pendant  le  temps  assez  court  où  l'on  a  regardé 
la  comète  comme  un  satellite  de  Jupiter,  le  mouvement  héliocentrique 
de  cette  planète  puisse  être  assimilé  à  un  mouvement  circulaire  uni- 
forme, on  pourra  appliquer  au  mouvement  héliocentrique  de  la 
comète  l'intégrale  de  Jacobi  obtenue  au  numéro  précédent  sous  la 
forme  (  1 5  )  : 

I         «/•  /-        .  f  i        A/  —  r*\ 

h  -7^  //?  COS  t  4-  îllj      -T-    -1 — i — r. —       =  G, 

ia        k  ^  ^  ^  \Ay  2/-j     y         ' 
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en  n'oubliant  pas  que  i  doit  désigner  ici  l'inclinaison  de  l'orbite  de  la 
comète  sur  le  plan  de  l'orbite  de  Jupiter. 

Si  l'on  marque  des  indices  o  et  i  respectivement  les  éléments  qui 
conviennent  à  l'entrée  et  à  la  sortie  de  la  sphère  d'activité  de  Jupiter, 
en  prenant  soin  de  les  faire  correspondre  exactement  à  une  même 
distance  jovicentrique  Ay,  et  si  l'on  néglige  la  différence  toujours  très 

])etite  des  termes  m:  — — ^— ?  on  a  donc 


(iG) 


I  rij  / —        .  I      ,    ïij  I — 

2«o         A:  2«i         A      ^ 


Cette  formule  (i6)  exprime  ce  que  l'on  appelle  le  critérium  de 
Tisserand;  son  application  permet  de  reconnaître  a  priori  si  deux 
comètes  d'éléments  différents /?ea(^'^Aî^  ou  ne  peuvent  pas  être  en  réa- 
lité identiques. 

77.  Supposons  maintenant  que  l'on  recherche  les  perturbations 
produites  dans  le  mouvement  héliocentrique  d'une  comète  par  l'ac- 
tion d'une  planète  My,  lorsque  la  comète  est  très  éloignée  du  Soleil  : 
il  est  légitime,  en  raison  de  la  petitesse  de  ces  perturbations,  de  faire 
cette  recherche  séparément  pour  les  diverses  planètes,  et  d'ajouter 
ensuite  simplement  les  différents  résultats  obtenus. 

La  fonction  perturbatrice  R  est  de  la  forme 


/,.„,, /J__f^i±,^i±ify\ 


et  Ton  voit  que,  dans  le  cas  actuel,  c'est  le  second  terme  de  cette 
expression  qui  acquiert  une  influence  prépondérante  ;  ce  terme  cor- 
respond à  la  force  centrifuge  dans  le  mouvement  relatif  de  la  comète 
par  rapport  au  Soleil,  et  les  inégalités  qui  en  résultent  sont  de  même 
nature  que  le  mouvement  de  My  par  rapport  au  Soleil;  si  le  calcul 
des  perturbations  doit  s'étendre  à  une  longue  période  de  temps,  ces 
inégalités  ont  un  caractère  périodique;  leur  effet  général  est  faible, 
mais  leur  présence  altère  la  régularité  des  perturbations  et  exige  un 
assez  grand  rapprochement  des  époques  successives  pour  lesquelles 
on  doit  déterminer  ces  perturbations. 

On  peut  éviter  cet  inconvénient  en  rapportant  le  mouvement  de  la 
comète  non  plus  au  Soleil  même,  mais  au  centre  de  gravité  du  sjs- 


30  ; 

lème  formé  par  le  Soleil  et  la  planète.  De  cette  façon,  en  effet,  la 
force  centrifuge  n'existe  plus,  d'après  les  propriétés  bien  connues  du 
mouvement  du  centre  de  gravité  ;  la  fonction  de  forces  qui  détermine  le 

nouveau  mouvement  se  réduit  simplement  a 1 r— ^  >  les  notations 

ayant  toujours  le  même  sens.  C'est  aussi  ce  qui  résulte  des  considé- 
rations développées  à  la  fin  du  Chapitre  I,  la  masse  de  M  étant  négli- 
geable. 

Soit  alors  G  le  centre  de  gravité  des  masses  O  et  My;  et,  par  rap- 
|)ort  aux  axes  parallèles  à  Oxyz  menés  par  le  point  G,  soient  ^,  -^,  Ç, 
çy,  Tj/,  Çy  les  coordonnées  de  M  et  M/;  soit  de  plus  p  la  distance  GM. 
On  a 

^j  =  — 7^ —  '  "y  X  =  ^  ^  mj  Çy,  ...  ; 

■'        1  -f-  nij  •'  •' 

par  suite 

et,  en  négligeant  le  carré  de  my. 


d'où 


7:--==l-y(^^J-^''''^J'^-^-y)-^"- 


On  peut  alors  regarder  le  mouvement  de  M  par  rapport  au  point  G 
comme  un  mouvement  képlérien  déterminé  par  la  fonction  de  forces 

P 
à  laquelle  il  faut  adjoindre  la  fonction  perturbatrice 


'J 


cette  fonction  est  évidemment  très  petite  quand  la  comète  est  très 
éloignée  du  Soleil,  puisque  alors  les  quantités  p  et  Ay  sont  très  grandes 
et  assez  voisines  ;  quant  aux  termes  non  écrits,  ils  sont  au  moins  du 
second  ordre  par  rapport  à  î71j. 

Les  projections  de  la  force  perturbatrice  sur  les  axes  de  coordon- 
nées sont  obtenues  en  différentiant  la  fonction  précédente  par  rap- 
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port  à  Ç,  VI,  Ç,  ce  qui  donne 

et  si  i' ,  Yi' ,  Ç'  sont  les  coordonnées  de  My  par  rapport  aux  axes 
formés  par  le  rajon  vecteur  GM,  la  perpendiculaire  à  GM  menée 
dans  le  plan  de  l'orbite  instantanée  de  M  autour  de  G,  et  la  normale 
à  ce  plan^  on  a  plus  simplement,  pour  les  projections  de  la  force  per- 
turbatrice suivant  ces  trois  axes 

Quand  on  voudra  faire  usage  de  cette  méthode,  il  faudra  savoir 
passer  à  un  certain  moment  des  éléments  du  mouvement  de  M  par 
rapport  à  O  aux  éléments  correspondants  du  mouvement  par  rapport 
à  G,  et  inversement.  Comme  on  a  les  relations 

w  m,  dx        d^  nii       dxi 

^        i-^nij    •"  '  dt        dt        î-^mj    dt 

on  voit  que  l'on  est  encore  ramené  au  même  problème  que  dans  le 
numéro  précédent.  Mais  comme  les  différences  x  —  Ç,  ...  sont  très 
petites,  de  l'ordre  de  my,  on  appliquera  les  formules  développées  à  la 
fin  du  n**  73,  qui  donnent  les  différences  de  certaines  fonctions  des 
éléments,  et  plus  simplement  encore  les  formules  diflVrenlielles  pro- 
prement dites  qui  en  résultent.  Toutefois,  il  faudra  faire  attention 
que  dans  le  passage  d'un  mouvement  à  l'autre,  la  quantité  k'^  est  rem- 
placée par  A-2(  I -f. /72y),  et  par  suite,  il  faudra  avoir  soin  de  faire 
varier  aussi  k  dans  ces  formules.  Il  suffit  d'avoir  attiré  l'attention  sur 
ce  point,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  développer  effectivement  les 
nouvelles  formules  qui  en  résultent. 


LIVRE  III. 

THÉORIE  DES  PLANÈTES. 


CHAPITRE  XII. 

DÉVELOPPEMENTS  EN  SÉRIES 
RELATIFS  AU  MOUVEMENT  KÉPLÉRIEN  ELLIPTIQUE. 


78.  Avant  d'aborder  l'étude  analytique  du  mouvement  des  pla- 
nètes, il  est  tout  d'abord  nécessaire  de  porter  notre  attention  sur  la 
résolution  de  certains  problèmes  relatifs  au  mouvement  képlérien 
elliptique^  à  l'aide  de  développements  en  séries.  Nous  reprendrons 
ici  les  notations  du  Chapitre  III,  de  sorte  que,  dans  l'ellipse  de  demi- 
grand  axe  a  et  d'excentricité  £,  le  rayon  vecteur  et  les  trois  anomalies 
vraie,  excentrique  et  moyenne  seront  respectivement  r,  (P,  u^  g]  les 
coordonnées  rectangulaires  correspondant  aux  coordonnées  polaires  r, 
(V,  seront  aussi  X,  Y.  Toutes  ces  quantités  sont  réelles;  de  plus,  a, 
r,  s  sont  positives,  et  cette  dernière  est  inférieure  à  l'unité. 

Nous  avons  rencontré  précédemment  déjà  des  formules  permettant 
de  développer  en  série  les  coordonnées  X,  \  et  toutes  les  fonctions 
analogues  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  g  —  ^O)  en 
désignant  par  gQ  une  valeur  particulière  de  g\  et  nous  avons  déter- 
miné au  n**  31  les  conditions  de  convergence  de  ces  développements, 
en  étudiant  les  singularités  de  la  fonction  a  de  g  définie  par  l'équation 

de  Kepler 

u  —  £  sin  u  =  g. 

Mais  c'est  une  autre  sorte  de  développements  que  nous  devons 
maintenant  envisager.  Le  mouvement  est  périodique,  et  les  coor- 
données du  point  mobile  reprennent  les  mêmes  valeurs  lorsque  les 
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angles  j^",  m,  iv  augmentent  de  2t:.  Une  fonction  réelle  de  ces  coor- 
données, dépourvue  de  singularités  dans  le  domaine  réel  à  distance 
finie,  ainsi  que  nous  le  supposerons  toujours,  est  donc  développable 
en  série  de  Fourier,  toujours  convergente,  procédant  suivant  les 
cosinus  et  sinus  des  multiples  de  l'un  ou  l'autre  des  angles  g^  w,  ^v. 
L'importance  de  ces  développements  est  manifeste,  et  ce  sont  eux 
qu'il  faut  tout  d'abord  étudier. 
ISous  ferons  dans  ce  qui  suit 

e  désignant  comme  d'habitude  la  base  des  logarithmes  hyperboliques, 
dont  la  caractéristique  sera  log,  et  l  l'imaginaire  \/ —  i . 

Un  développement  de  Fourier  par  rapport  à  ^,  par  exemple,  peut 
s'écrire  d'une  façon  plus  avantageuse  sous  la  forme  d'une  série  de 
Laurent 

—  00 

n  prenant  toutes  les  valeurs  entières,  positives  ou  non. 

La  fonction  /  étant  supposée  généralement  de  la  forme /,  + ï/^, 
/,  et/o  étant  réelles,  mettons  en  évidence  la  partie  réelle  et  la  partie 
imaginaire  du  coefficient  Un  en  écrivant 

on  aura,  sous  forme  réelle, 

—   00  go 

On  aura  une  forme  équivalente,  que  nous  appellerons  symétrique^ 
en  écrivant 

•^'  ^2u  \  — i —  ^^^'^^ ~"   — T~  ^'"  '^^)  ' 

—  «o 
-h  » 

de  façon  que  les  coefficients  de  cosng  et  cos {— jig)  soient  égaux, 
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tandis  que  ceux  de  sinng'  et  sin( —  ng-)  sont  égaux  et  de  signes  con- 
traires. Cette  manière  d'écrire  revient  d'ailleurs  à  la  suivante,  plus 
habituelle, 

00  M 

1  1 

•o  œ 

1  1 

Quand ya  n'existe  pas,  les  coefficients  a,i  et  a_„  sont  conjugués,  de 
sorte  que  a_,i  =  a„,  [^_«^ —  [3„  ;  si  c'est/,  qui  n'existe  pas,  on  a  de 
même  oL_n  =  —  ^u,  P-n^=  ?«•  Dans  les  cas  les  plus  fréquents,  la  fonc- 
tion/, est  paire  et /g  est  impaire  par  rapport  à  g  :  les  coefficients  a,i 
sont  alors  réels,  de  sorte  que  cin^^  ^m  3/2=  o- 

79.  Cherchons  les  relations  qui  existent  entre  les  variables  x^  y,  z', 
nous  nous  servirons  ici  de  quelques  notations  auxiliaires,  en  posant 

COS^  -i- 

A  ?  «  ?»  2 

e  =  5iiic5,  0  =  005©,  U^tang-j  w=cos-  — >  w  = — > 

'  '  ' '  °  2  2  COS' o 

l'angle  ©  étant  positif  aigu;  il  est  inutile  de  détailler  les  nombreuses 
formules  simples  qui  relient  entre  elles  ces  diverses  quantités;  remar- 
quons  seulement   que  —ri  Tj,    co,    co'   sont  développables   en   séries 

entières  ordonnées  suivant  les  puissances  paires  de  t  ou  de  9,  se 
réduisant  à  l'unité  pour  co  =  o. 

Pour  exprimer  d'abord  z  en  fonction  de  j',  partons  des  formules 
connues 

.   /r         w         I u  ^   /r    .    iv         /— .     u 

\  /  -  cos —  =  V  I  —  -  cos  — j  4/  —  SI  11—  =  i/i-}-£  sin  —  ; 

\    a         1  1  \    a        i  2 

elles  donnent  immédiatement 


/ 

/: 


'            IW 

m 

^   -r 

'^      - 

-e2 

=  COS  —  e'^ 

a 

•2 

sm  -  e     2  , 
1 


et,  par  suite, 


iw  tu  m 

r Q—. —         .9    — 

—  e     ^  =  cos  -  e     2  —  sin  —  e  2 . 
a  2  2       ' 


-1 
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en  même  temps  que 


^  =  io(i  -  e 7)  (I  -  6j-i;  =  I  -  1(^  +  ;.   1). 
et  ^ 


Elles  donnent  aussi 


sf' 


m  iw  ,  iw 

e^      =cos  — e^      -hsin  — e     ^ 

2  '2 


<IV 


r.  4/— e     2  —  cos-e     2_j_ginJ_e2 


de  sorte  que 


y  —  ^ û— 


avec 


^  =  to'(i  +  0^)(i  +  ez-i)=-LJ^i  +  i(..  +  .~i)j 

Remarquons  encore  que  l'on  a 


^  ^3  a 

^  dy  r 

Les  fonctions  ::  et  z~*  de  r  admettent  respectivement  les 
valeurs  y  =  ^,  y  =  9  comme  pôles  simples,  sans  autres  points  singu- 
liers; de  même,  les  fonctions  y  et  y~^  de  z  admettent  les  points 
:;= —  ^5^  =  —  9,  respectivement,  comme  pôles  simples,  sans  autres 

singularités. 

Les  variables  y  et  z  s'exprimant  explicitement  l'une  en  fonction  de 
Tautre,  il  est  aisé  de  faire  directement  leur  échange  dans  un  dévelop- 
pement procédant  suivant  les  puissances  de  Tune  d'elles.  Mais  on 
peut  suivre  aussi  une  méthode  indirecte,  qui  prendra  toute  sa  valeur 
quand  nous  nous  occuperons  des  développements  suivant  les  puis- 
sances de  X. 

La  fonction  quelconque  /  étant  développable,  sous  les  conditions 
indiquées  plus  haut,  en  série  de  Laurent  de  la  forme 

OÙ  il  est  entendu  désormais  que  la  sommation  S  est  étendue  à  toutes 
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les  valeurs  entières,  positives  ou  non,  de  ai,  on  a  par  exemple,  comme 

Ton  sait, 

r  fdz 


•"''—  -^^n^l 


l'intégrale  étant  prise  suivant  le  cercle  de  rayon  égal  à  l'unité,  tracé 
de  l'origine  comme  centre,  dans  le  plan  qui  sert  à  représenter  les 
valeurs  de  la  variable  complexe  ^,  ou  suivant  tout  chemin  équivalent. 
En  substituant  y  à  z,  on  a  donc  aussi 

ydz  fyY  dy 


■-"=// ^;{^) 


y 


n+\ 


le  nouveau  chemin  B,  relatif  à  la  variable  jk,  étant  analogue  à  C;  par 
suite,  on  peut  dire  que  le  coefficient  c„  de  z^  dans  le  développement 
de  /  suivant  les  puissances  de  z  est  égal  au  coefficient  de  y^  dans  le 
développement  suivant  les  puissances  dey  de  la  nouvelle  fonction 

Pour  compléter  ce  théorème,  convenons  tout  d'abord  de  désigner 

par  D^/*  la  dérivée    ,,,    — ,  soit  encore  -  -—)  et  observons  que 
^  ^  a(log^)  i  dw  ^ 

nous  emploierons  de  la  même  façon  les  notations  analogues  Dyf\ 
T>xf.  Si  alors  on  remplace  dans  la  proposition  précédente  la  fonc- 
tion f  par  Ds:y,  on  voit  immédiatement  que  le  coefficient  Cn  de  z^ 
dans  le  développement  de  /'  suivant  les  puissances  de  z  est  égal  au 
coefficient  de  y^'  dans  le  développement  suivant  les  puissances  de  y 
de  la  nouvelle  fonction 

i(^y'D,./     ou     I(i_Oj)"(r-Gj-i)-«D,./; 

toutefois,  ceci  suppose  l'indice  Ji  non  nul. 

En  échangeant  le  rôle  àe  y  et  de  ^,  on  voit  de  même  que  le  coeffi- 
cient bn  de  y^  dans  le  développement  de  f  suivant  les  puissances 
dey  est  égal  au  coefficient  de  z^^  dans  le  développement  suivant  les 
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puissances  de  z  de  la  fonction 

n/iyy=^(i-t-e^)«-i(i-+-8z-i)-«-i/', 

ou  encore,  en  excluant  le  cas  de  n  =  o,  de  la  fonction 

Introduisons  maintenant  la  variable  x.  L'équation  de  Kepler,  écrite 
sous  la  forme 

donne  immédiatement  la  relation  qui  définit  x  en  fonction  de  /,  soit 

x=ye'  ; 

mais  on  ne  peut  en  tirery  explicitement  en  fonction  de  x.  En  mettant  z 
au   lieu  de  y  dans  la  formule  précédente,  on  a,  moins  simplement 

encore, 

/    6z-i  62    \ 

IH-O^-I     ^(,^fl  -i-TT-ft-) 
—   z e     \l-t-os    ^       l-f-Oz/ 


o^  =  z r — e 


On  a 


aussi 


X  dy        a  X  dz  a 


'  T^TZ  =  '^i  77  ' 


j^'  c/a?        /■  z  dx  r2 

formules  équivalentes  d'ailleurs  aux  relations  bien  connues 


du  _  a  dw  a 

dg  ~  r*  dg  ~     r' 


La  fonction  x  ou  x~^  de  }' admet  les  valeurs  y^o,  j^  =  oo 
coqime  points  singuliers  essentiels;  et  de  même,  considérée  comme 
fonction   de   ^,    elle    admet    les    deux    points    singuliers    essentiels 

Regardons  maintenant  y  (ou  y~^)  comme  fonction  de  x^  et  cher- 
chons-en les  points  singuliers  en  dehors  des  points  ^  r=  o,  ^  =  00, 
dont  il  est  inutile  de  nous  occuper.  Il  suffit  d'égaler  à  zéro  la 
dérivée  ^,  ce  qui  conduit  aux  valeurs 
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auxquelles  correspondent 

tels  sont  les  points  singuliers  cherchés. 

Les  nombres  Xi  et  X2  sont  positifs,  comme  yi  ety27  et  il  est  facile 
de  vérifier  que  l'on  a 

^2<i<^i; 

en  effet,   d'une    part,  le  produit  ^r,  ^To  est  égala  l'unité,  et,  d'autre 
part,  la  fonction  Ge'i  croît  constamment  depuis  zéro  jusqu'à  i ,  lorsque 

l'angle  o  augmente  de  zéro  à  -  >  comme  le  montre  le  signe  de  sa  dérivée. 

Examinons  de  plus  près  la  nature  de  ces  points  singuliers.  Sous  la 

condition  -7-  =  o,  on  trouve  facilement 

dy 

et,  par  suite,  dans  les  domaines  des  points  y^^  y 2-,  on  peut  écrire  les 
développements  réguliers 

r  0  r 

X  =  371—  -^e--l(jK—^i )'  +  ...,  x  =  x^-\-  -^er,(^_j2)2-t-...; 

inversement  donc,  y  —  y\^  y  — y  y  sont  développables  respectivement 

1  1 

suivant  les  puissances  positives  entières  de  (^  —  ^\Y  1  (^  —  ^-i)'  1  O" 

i  * 

bien   (  i )   >    (1  —  —  )   >   el   l'on  a,  pour  la   fonction  y^  dans  le 


.Ti  /  \  X 

domaine^des  points  singuliers, 


1  _  1 

xj 


Les  signes  ont  été  choisis  de  façon  que,  les  radicaux  f  i j  * 

1 
(  I ^  j      recevant,   sous  la  condition    |  a^  |  <^  ;r,    ou    j  ^  1 1>  x^^  les 

déterminations  qui  se  réduisent  à  l'unité  pour  ^  =  o,  ou  ^  ^  co,  la 
branche  de  la  fonction  y  ainsi  représentée  soit  celle  qui  devient  égale 
à  I  pour:r  =  i,  c'est-à-dire  celle  qui  nous  intéresse  :   et  en  effet,  la 
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relation  qui  lie  ^  ày,  montre  immédiatement  que,  si  ./  aui^mente  par 
valeurs  réelles  depuis  x-i  jusqu'à  ^,,  cette  détermination  spéciale  de 
la   fonction  y  augmente   de    même   par   valeurs   réelles   depuis  y 2 
jusqu'à  y,,  de  sorte  que  l'on  a  r  —  y,  <  o,  )^  —  J2>  o. 
Si  maintenant  nous  observons  que 

0  yx—y 

nous  voyons  que  la  fonction  z  à^.  x  admet  les  deux  mêmes  points 
singuliers  x^,  et  ^25  avec  les  valeurs  correspondantes  3,  =00,  ^2  =  <>• 
Dans  le  domaine  de  ces  points  singuliers,  on  a 


£        /    1      /  X 


z-^-i/  —     I 

Y)  V      27)    \  Xi 


=  i./-L(,_îî\ 

TtY     '17l\  X   j 


les    développements    ayant    toujours    lieu    suivant    les    puissances 

Puisque  l'on  ne  peut  exprimer  ni  y,  ni  2,  en  fonction  explicite 
de  x^  il  est  nécessaire  d'avoir  recours  à  la  méthode  indirecte  exposée 
ci-dessus  pour  obtenir,  sous  la  forme 

le  développement  suivant  les  puissances  de  x^  de  la  fonction  quel- 
conque/*  dont  on  suppose  connue  l'expression  à  l'aide  de  r  ou  de  z. 
L'application   de    cette    méthode    est    immédiate   et   conduit   aux 
résultats  suivants  :  • 

i**  Le  coefficient  a,i  de  x^  dans  le  développement  de  f  suivant  les 
puissances  de  x  est  égal  au  coefficient  de  y'*  dans  le  développement 
suivant  les  puissances  de  y  de  la  fonction 

a  •" 

OU  encore,  en  excluant  le  cas  de  aï  =  o,  de  la  fonction 

-e^  Dyf. 
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2°  Le  coefficient  «„  est  égal  au  coefficient  de  -s"  dans  le  dévelop- 
pement suivant  les  puissances  de  z  de  la  fonction 

L  "1  (±Y f=,  !i!(i_^.o;5)«-2(i-4-0«-i)-'»-2e"'^^r;^"  iT67~0/, 

ou  encore,  en  excluant  le  cas  de  n  =  o,  de  la  fonction 

'  (i  +  6^)"  (i  +  Os-i)-«  e      ^i+«^     1  +  Ô2-V  D^/. 


/i 


Quant  à  la  substitution  inverse  de  la  variable  y  ou  z  k  x,  dans  le 
développement  de/,  elle  ne  peut  se  faire  que  directement. 

80.  Les  principes  que  nous  venons  d'exposer  permettent  de  trans- 
former les  uns  dans  les  autres  les  coefficients  an,  ^«,  c«  des  divers 
développements  d'une  même  fonction  /  suivant  les  puissances  de  x, 
y,  z.  Quand  il  s'agit  d'une  transformation  numérique,  le  problème 
de  beaucoup  le  plus  important  est  celui  du  calcul  des  an  connaissant 
les  bn-,  et  c'est  le  seul  dont  nous  allons  donner  la  solution  avec  tous 
les  détails  nécessaires,  mais  en  évitant  tout  ce  qui  serait  inutile  pour 
notre  objet. 

On  est  amené  à  considérer  la  fonction 

et  à  la  développer,   ainsi  qu'il  est  possible,   suivant  les  puissances 
entières,  positives  ou  non,  de  y,  sous  la  forme 

Puisqu'en  effet  an  est  le  coefficient  de  y^  dans  le  développement 
suivant  les  puissances  de  y  de  la  fonction 

n  ^ 

et  que  l'on  a 

il  en  résulte  immédiatement 
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la  sommation  s'érendanl  à  toutes  les  valeurs  positives  ou  non  de  n' 
et  n'\  dont  la  somme  est  égale  an. 

Toutefois  ce  résultat  suppose  n   non   nul.  Pour   obtenir  a^,    on 
remarquera   que   c'est   aussi   le    terme   constant   du    développement 

de  -/suivant  les  puissances  de  y,  et  comme 


il  vient 


^  =  ,_f(^+^-.), 


«0—  ^0 (^1-H  ^-i)- 


Étudions  de  plus  près  les  fonctions  ^,i{()  de  la  variable  réelle  t, 
connues  sous  le  nom  de  fonctions  de  Bessel. 

La  fonction  o(}')  reste  la  même  quand  on  change  jv'  en ?  ou 

bien  ^  en  —  t^  y  en  — y^  ou  bien  encore  t  en  —  t^  y  en  —  ;  on  a  donc 

J_.„(0  =  (—1)"  K{t),  hi{-  t)  =  (-  0"  J„(0,  J-n(—  0  =  hAt), 

et,  par  suite,  nous  pouvons  nous  borner  dansée  qui  suit  à  supposer 
les  quantités  n  et  t  positives  ou  nulles;  d'ailleurs  on  a  Jo(o)^  i, 
et  J/j(o)  =  o  pour  n  ^  o. 

En  écrivant 

t  t 

et  développant  les  exponentielles  en  séries,  on  a  immédiatement 

(a)        J„(0  = 


iillLJL ^ 

i.2...n|_         i.(/i  +  i)        \  .i.{n-\-i){n 


2) 

i.2.3.(/H- i)(/n- 2)(n  4-3) 

le  premier  facteur  étant  l'unité  pour  n=z  o. 

Cette  série  est  toujours  convergente,  et  si  le  nombre  n  est  égal  ou 

supérieur  à  la  partie  entière  de  -->  on  peut  affirmer  que  l'on  a 

(LY 

(h)  o<J„(0<-^^^— . 

I  .  2  .  .  .  /i 
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le  dernier  membre  de  cette  inégalité  étant  une  valeur  d'autant  plus 
approchée  de  J«(^)  que  n  sera  plus  grand. 
On  a 

Dv?(r)==  -(7+j-M©(j), 
et  aussi,  en  différentiant  par  rapport  à  ^, 

Remplaçant  dans  ces  égalités  cp(y)  par  son  développement,  et 
désignant  par  J^^^)  la  dérivée  de  J/^(^)  par  rapport  à  ^,  il  vient 

(C)  J„_,(0-H  J„+i(0=  Y^in(t), 

et 

On  peut  donc  exprimer  J«_i(/),  hi+\{t)  en  fonction  linéaire  et 
homogène  de  Jn{f)  et  .)„(/);  et  l'application  répétée  de  la  formule  (c), 
où  l'on  change  7i  m  /i  qi  i,  /i  zp  2,  .  .  . ,  montre  qu'il  en  est  de  même 
ue  J«_27  J«4.2?  •'«_:$ 5  «'ft-i-aî    .... 

Si  l'on  fait 

J«(0=^«Jn-l(0, 

la  relation  (c)  peut  encore  s'écrire  sous  la  forme 

Comme  le  rapport  /cn+p  est  sensiblement  égal  à  — — — —  >  d'après 

la  formule  (6),  et  par  suite  très  petit  pour  p  très  grand,  on  voit  que 
les  nombres  /-„,  /xn+^^,  ^"«+2?  •••  sont  tous  positifs  et  inférieurs  à 
l'unité  dés  que  l'on  a  n^t]  en  d'autres  termes,  sous  le  bénéfice  de 
cette  condition,  les  nombres  !„_,  (f),  J«(^),  hi+t  {()'>  •  •  *  ^^^^^  positifs 
et  décroissants. 

En  faisant  y  =  e^^\  on  a  '^(y)  =  e*^*'"***,  et  par  suite 

cos{t  sinco)  -+-  is\n{  i  sinto)  =  ^  J«(^)  (cos/iw  -f-  i  sin/iw), 

AN-nOYER  24 


J70 
cest-à-dire 
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(e) 


cos{t  sinw)  =     Jo(^) 


9.  Jfi(t)  cosao)  +  2  J4(^)  cos4w  +.  .  ., 


sin(^sinw)  =  2  Ji(^)  sinw  h-  2  hit)  sin3w  -t-  2  h(t)  siii5i 


/  D'après  les  expressions  connues  des  coefficients  d'une  série  de 
Fourier  sous  forme  d'intégrales  définies,  on  voit  ainsi  que  les 
nombres  Jn{t)  sont  tous  inférieurs  à  l'unité  en  valeur  absolue 

Appliquons  aux  formules  (e)  ce  que  nous  avons  dit  au  n^  06  à 
propos  de  l'interpolation  périodique,  de  la  façon  suivante  :  en  dési- 
gnant par  q  un  nombre  entier  positif,  et  prenant  /f  =  o,  i ,  2,  .  .  . ,  q^ 
faisons 

/        .       /f7l\  „  .       /        .       A'TlN 

<x/c=  cos    t  £in  —     j  P/c=  sin    t  sin  —     j 

en  ayant  soin  toutefois  de  multiplier  les  seconds  membres  par  le 
facteur  -  quand  on  a  k  =  o  ou  A=  q,  de  sorte  que 

I  .  I  „         I    . 

Il  vient  alors,  en  écrivant  simplement  J„  pour  J//(^), 

Jo       =    -    ^  y-A— aJ4^— aJgy  — .  . ., 

q  ^^  q 

O./CT. 

7   a/;  cos  — 

q 


j. 


=  i  2''^''^'''  ^  —  J47-2— J40 


74-2 ''87-2 ''Sq-h 


J8r/-(-2 • 


(f) 


!  J4        =    —    >   a/,  C05 


J4r/— 4         ''47+4  —  ^87— 4  —  ''87+4 


J27-2-      ^2 


(q~-i)/c- 

OLic  COS  — ^ -^^ J 


27+2' 


«'C7-2         Jf) 


7-1-2 J  107-2 


'27 


""    ^2^~'^'^°''^~"^*^''/~'^^<"^~-*-^ 


et  aussi 

i  ''■  q 

k 


if) 


87-1  J87-KI     -+-•  •  'y 


.)27-i=  -^  (3/,  Sin — ^——^ h  J27-hl—  J67-1+ J67+1  — J107-1 
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Cherchons  enfin  une  valeur  approchée  de  \n  fonction  J„.^(^), 
lorsqu'on  suppose  l'indice  n  très  grand,  tandis  que  l'entier  positif  ou 
négatif  jo  est  petit  par  rapport  à  n;  de  plus  nous  supposerons  que  l'on 
a  t  =  ne,  s  désignant  un  nombre  inférieur  à  l'unité.  En  revenant  aux 
notations  du  numéro  précédent,  on  voit  immédiatement,  d'après  les 
règles  énoncées  pour  le  développement  d'une  fonction  dey  suivant  les 
puissances  de  ^,  que  le  nombre  considéré  hi-p{t)  n'est  autre  chose 


n 


C|ue  le  coefficient  de  x"^  dans  le  développement  de  la  fonction  /  =  —yP. 

Or,  d'après  l'étude  des  points  singuliers  de  la  fonction  y  de  x^  f  est 
développable  en  série  de  Laurent,  dans  la  couronne  circulaire  com- 
prise entre  les  deux  cercles  de  rayons  x^  et  x^  décrits  de  l'origine 
comme  centre  dans  le  plan  qui  sert  à  représenter  la  variable  com- 
plexe x\  le  seul  point  singulier  situé  sur  le  cercle  extérieur  de  con- 
vergence est  ^^ ,  et  dans  le  domaine  de  ce  point,  on  a 


f-j 


^[-'■■-^vK'-.^) 


Donc,  d'après  le  n**  o5,   la  valeur   asjmptotique    de    J,î_^(/i£)    est 


égale  à 


c'est-à-dire  que  l'on  a 

^P  y2nr.ri 

01.  tendant  vers  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment.  Cette  formule 
est  évidemment  valable  aussi  pouryo  =  o,  bien  que  la  démonstration 
ne  s'applique  pas  à  ce  cas  :  on  peut  s'en  convaincre  directement  sans 
difficulté.  Il  est  aisé  de  voir  aussi  que  ce  résultat  ne  diffère  pas  de 
celui  que  donne  la  formule  (6),  lorsque  £  est  suffisamment  petit. 

On    arrive    facilement    au    même    résultat  en    observant    encore 
que  3n_p  (ne),  coefficient  de  y^'^'P  dans  le  développement  de  la  fonc- 

n  S 

tion  e  '  ,  est  éaal  à  l'intéarale  définie 


n—p-hi 
B 
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prise  suivant  le  chemin  B  déjà  défini  plus  haut.  Il  suffit  d'appliquer 
la  formule  donnée  à  la  fin  du  n"  55  pour  trouver  la  valeur  asjmpto- 
tique  des  intégrales  de  cette  forme.  La  fonction  désignée  par  o  dans 


y  ■  -  ^      '  -  0 


cette  formule  est  ici  -  e'  ,  et  le  point  (a)  est  y 

On  peut  appliquer  le  même  procédé  en  supposant  que  le  nombre  z 
est  supérieur  à  l'unité.  En  faisant  s  =  séc<L,  'i  étant  un  angle  aigu 
positif,  il  existe  alors  deux  points  (a),  savoir  y  =  e-^"^,  et  l'on  trouve 
pour  valeur  asymptotique  de  Jn-p(nz)  l'expression 


^/II^si„[«tang^-(«-^H+^]. 

La  même  méthode  s'applique  encore  sans  peine  à  la^recherche  de 
la  valeur  asymptotique  de  la  fonction 


7  (y-y-') 


.'''^'^  =  ^X~y^^''^' 


lorsqu'on  suppose  la  valeur  de  ï*très  grande  et  positive.  Iciîla]||fonc- 

tion  CD  est  e^  ;  il  y  a  deux  points  (a),  d'affixes  ifc  i,  et  la  valeur 

asymptotique  cherchée  est 


• 


9.     .     /             ■Tt        r 
—  sin  ^  —  n h  -r 

TZt  \  1  l\ 


Ce  résultat  peut  être  complété  de  la  façon  suivante.  En  différentiant 
la  relation  (c') 

2J'„(0  =  J«-i(0  — J«+i(0, 

et  faisant  usage  de  cette  relation  même  ainsi  que  de^la  formule  (c), 
on  voit  que  la  fonction  Jn(^)  vérifie  l'équation  différentielle 


Û?2J„  I   c?J, 


dn        t    dt 
que  l'on  peut  remplacer  par 


(i-^)j.=  o, 


en  faisant 
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Or,  l'intégrale  générale  de  cette  dernière  équation  peut  se  déve- 
lopper ybrme/Zeme/z^  en  série  semi-convergente  analogue  à  la  série 
bien  connue  de  Stirling  :  supposons  en  effet 


-  ( 


«-? 


-+-    TT 


A'. 


t 


CD'  \         /         mz 

-r  H r  -h .  .  .   I  COS  (  ^ 

«2/3  /  \  2 


A,  A'  étant  des   constantes  arbitraires,  et  B,  C, 
coefficients  constants;  on  trouve  immédiatement 


B=.-^(n^ 


4  " 


B'  =  -  I  /i^ 

2 


G  = 


B' 


n'^ 


--^(-f) 


4 
B',  C, 


de: 


D'après  le  résultat  obtenu  directement  ci-dessus,  on  aura  donc  le 
développement  asjmptotique  de  i,i{t)  en  faisant  A=:i,  A'=o, 
d'où 


i_r_    U2  — 


L  2.4.^2  2.4. 6. 8i* 

L    2^  2.4.6/3 


49 


cos    /  — 


On  peut  démontrer  que  pour  chacune  des  séries  divergentes  qui 
figurent  dans  cette  formule,  l'erreur  commise  est  inférieure  au  pre- 
mier terme  négligé,  et  de  même  signe. 

Pour  utiliser  les  fonctions  J«(^),  il  faut  savoir  les  calculer,  avec  une 
précision  déterminée,  pour  une  valeur  donnée  de  f ,  et  pour  toutes 
les  valeurs  o,  i,  2,  ...  de  l'indice  n.  Voici  la  marche  que  l'on  peut 
suivre  pour  résoudre  cette  question,  en  évitant  tout  risque  d'une 
perte  de  précision,  si  l'on  ne  dispose  pas  de  tables  appropriées. 

On  déterminera  d'abord  la  plus  grande  valeur  utile  de  w,  c'est- 
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à-dire  le  plus  petit  nombre  N  tel  que  Jn+i(0  soit  négligeable  au  degré 
d'approximation  requis.  On  s'aidera  à  cet  effet  des  formules  (b)  ou  (g), 
la  première  étant  suffisante  lorsque  t  n'est  pas  très  grand,  ce  qui  est 
le  cas  de  beaucoup  le  plus  fréquent. 

La  limite  N  étant  connue,  on  calculera  successivement,  par  loga- 
rithmes, en  ayant  soin  de  ne  pas  prendre  plus  de  chiffres  qu'il  n'est 
nécessaire,  les  rapports  A^,  A-x-j,  /r^_2,  ...  ou  plutôt  leurs  inverses,  par 
la  formule  (d),  en  faisant  d'abord  k^^i=  o.  Ce  calcul,  extrêmement 
simple  et  rapide,  sera  poursuivi  jusqu'à  la  détermination  de  /ti,  si 
l'on  a  ^<i  ;  il  ne  restera  plus  qu'à  chercher  directement  la  valeur  de 
Jo(^)  par  la  série  (a)^  et  l'on  en  déduira  successivement,  en  abrégeant 
l'écriture  comme  ci-dessus. 

Gomme  vérification,  on  pourra  constater  que  l'on  a 
I  =  Jo-h  2J2+ 2J4-}- aJfi-l-.. ., 

ainsi  que  le  montre  la  première  équation  (e). 

Si  t  dépasse  l'unité,  on  déterminera  le  plus  petit  entier  ^  supérieur 

à  —  et  au  moins  égal  à  — ^ — y  et  l'on  arrêtera  le  calcul  des  rapports  kn 

à  ^2^4.1  ;  puis  on  cherchera  les  nombres  a/f,  ^k  qui  correspondent  à 
cette  valeur  de  g.  Dans  ces  conditions,  la  dernière  des  formules  (f) 
donne  d'abord  exactement,  au  degré  de  précision  demandé, 

et  l'on  en  déduit 

Les  autres  formules  (/)  et  les  formules  (/')  donnent  enfin 

Jo,       J2,       J4;        •'•?       ^2q-i  6t  Ji,       J3,       J5,        ...,       J27— 1. 

On  peut  vérifier,  et  même  abréger  partiellement  les  calculs,  en  fai- 
sant usage  de  la  relation  (c),  mais  de  façon  à  éviter  toute  perte  de 
précision.  On  peut  aussi  s'aider  des  développements  asjmptotiques 
donnés  ci-dessus. 

Exemples.  —  i°  On  donne  ^=  i,  et  l'on  demande  l'approximation 
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de   la   sixième    décimale,    de    sorte    qu'il    convient   de   conserver  la 
septième,  afin  d'éviter  toute  accumulation  d'erreurs. 
On  peut'prendrc  N  ==  8,  et  l'on  trouve  sans  peine 


Jo=  0,7651977, 
Jj  =  o,44oo5o7, 
J2  =  o, 1 149035, 


J3  =  0,0195633, 
3^=  0,0024766, 
J5=  0,0002498, 


Jo  =  0,0000209, 

J-  =:  O.  00000  I  5, 
,]f,  =^   0,0000001. 


2'  On  donne  ^  =  6,  et  l'on  demande  l'approximation  de  la  cin- 
quième décimale. 

On  doit  prendre  par  suite  N  =  16,  ^  =  3  ;  et  Ton  trouve,  par  les 
calculs  les  plus  simples, 


Jq=  o,i5o645, 
Ji  =  —  0,276684, 
J.2  =  — 0,242873, 

J3=  0,114768, 
J4=  0,357642, 
J^=  0,362087, 


Je  =  0,245837, 
J7  =  o,  129587, 
Jg  =  o,o56532, 

Jg  :=  o, 021165, 

Jio=  0,006964,, 

Jj,  =:  0,002048, 


J12  =  0,000545, 

Ji3  z=  o,oooi33, 
J,4  =  o,oooo3o, 

Jl5=:  O,00QO06, 

J  j.g  =  o ,  00000 1 . 


81.  En  nous  plaçant  maintenant  au  point  de  vue  analytique,  pro- 
posons-nous d'abord  l'étude  des  développements  suivant  les  puis- 
sances de  ^,  y  ou  ^,  de  la  fonction  très  générale 

•^^  i^y^^^'^^  (|^y[cos([iz^  +  ycï^)  +  f  sin(Pw-hY(^)], 

sous  la  forme 

Les  exposants  p,  |3,  y  sont  quelconques  ;  mais  la  soQime  j^  +  y  doit 
être  entière,  afin  que  la  fonction/ admette  la  période  27r  par  rapport 
à  l'une  quelconque  des  variables' ^,  u,  wp,  et  que  la  possibilité  des 
développements  soit  ainsi  assurée. 

On  a 

/=  a)PjKP-^ï(  1  —  6  JK)P-Ï(i— 6^-1  )P+T 

Si  donc  on  fait 
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on  a  directement 

D'autre  part,  bn  est  encore  égal  au  coefficient  de  z^  dans  le  déve- 
loppement  suivant    les    puissances   de    z   de   la   fonction   analogue 

--  / *-  j  /;  et  de  même  c„  est  le  coefficient  dey"  dans  le  développe- 
ment suivant  les  puissances  de  y  de  r^  -;  (  -  j    /*.  On  a  donc  encore 

Si  l'on  désigne  par  m  un  entier  quelconque,  et  si  Ton  fait,  quel  que 
soit  jo,  suivant  que  m  est  positif,  nul  ou  négatif, 

^P-  1.2.3. ..m  '  ^'^-''  ^p-«' 

on  a  évidemment 

la  sommation  s'étendant  à  tous  les  indices  m' ,  m"  non  négatifs  dont 
la  différence  m —  m"  est  égale  à  n. 

Les  coefficients  K^'^,  comme  ceux  que  nous  allons  introduire  ci- 
dessous,  sont,  à  un  facteur  près,  des  séries  hjpergéomélriques,  et 
peuvent  être  étudiées  de  ce  point  de  vue;  en  particulier,  on  démontre 
ainsi  immédiatement  l'équivalence  des  deux  formes  trouvées  plus 
haut  pour  bn  ou  C/^,  c'est-à-dire  en  somme  la  formule 

où  l'on  peut  remplacer  —  par  i  —  9^^ 

Sans  insister  sur  ce  point,  observons  que  ces  coefficients  se  pré- 
sentent comme  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  croissantes 
de  même  parité  de  9,  commençant  par  un  terme  en  9'"';  on  peut 
donc  décrire  delà  même  façon  les  coefficients  bn  et  c„,  en  substituant 
si  l'on  veut  e  à  9,  et  il  en  est  de  même  pour  tous  les  coefficients  ana- 
logues dans  ce  qui  suit. 

Le    coefficient   Kf/'^  se  réduit  à  un  polynôme   dès   que  l'un  des 
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nombres/?,  ^  est  un  entier  positif  ou  nul;  s^il  en  est  ainsi  de  p,  on 
a  Kj'/''=o  pour  n^p^  et  K^-^=  ( — ^)p  pour  jizzzp'^  et  s'il  en  est 
ainsi  de  q,  on  a  KJ'/'=o  pour  /i  <<  —  q,  et  KJ^''^:=:( — 9)^  pour 
n  =  —  q.  Il  en  résulte  que,  dans  bien  des  cas,  les  coefficients  6„,  c« 
peuvent  s'exprimer  sous  forme  linie. 

La  valeur  asjmptotique  des  coefficients  K^/',  et  par  suite  b,i  et  Cn, 
lorsque  n  devient  très  grand  en  valeur  absolue,  est  facile  à  déterminer 
par  la  règle  du  n**  oo;  il  suffit  de  considérer  le  cas  de  n  positif, 
puisque  Ton  a  R;;'''r=  K^;;\  La  fonction  (i  —  07)^(1  —  Oy"*)''  est 
développable  comme  nous  le  supposons  pour  les  valeurs  dey  dont  le 

module  est  compris  entre  B  et  ^;  la  valeur  asjmptotique  cherchée  est 

alors,  si  p  n'est  pas  un  entier  positif  ou  nul, 

et  pour  p  =—  I ,  on  a  ainsi  la  valeur  exacte  de  Kf/',  soit  0"(i  —  0-)^, 

d'après  les  observations  précédentes. 

Quand  on   suppose   v  =  0    ou    ^  =  o,    on   peut   trouver   d'autres 

expressions  pour  les  coefficients  bn  ou  c«  ;  on  ne  diminue  d'ailleurs 

pas  la  généralité  en  supposant  simultanément  ^  =y=:o,  puisque  le 

développement  de  f  suivant  les  puissances  de  y  ou  z  résulte  immé- 

■         f  f 

dialement  de  celui  de  -H;:  ou  —  • 

y?         -T 

Prenant  donc  simplement 

"  P 


on  peut  écrire 


Hii 


/=[i-|(y+r-0]^=^'-p[n-^('^  +  --^)]  ^- 


Faisant  alors 

I  - 

-\{y -^  y-')^  =^^ly\ 

L  a 

hn^ 

=  HP,        c„=(-i)«7)2pH-P; 

de  plus,  évidemment,  en  supposant  n  positif  ou  nul,  on  a 

■^t^     /c  \  /H-2/M 
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la  sommation    s'étendant   à   toutes  les  valeurs   entières    non   néga- 
tives de  m.  Ce  développement  est  fini  dès  que  />  est  un  entier  positif 

ou  nul,  et  dans  ce  cas  il  se  réduit  à  zéro  pour  Ji'>  p,  à  ( —  -  j     pour 

n=p.  ,         ■    ' 

En  comparant  aux  résultats  précédents,  on  a 

de  sorte  que,  dans  le  cas  particulier  de  /i  =  o,  . 

et  par  suite,  le  coefficient  H^  peut  toujours  se  développer  sous  forme 
finie  dès  que  p  est  un  entier  quelconque. 
Pour  />  =  —  I ,  on  a  encore 

égalité   qui   conduit   à  des  résultats  intéressants  :  en  j   remplaçant 
dt 
~d% 

n-+-2ni 


d'abord  r\  par  —r^  et  intégrant,  il  vient  en  effet 


6"  =  y-^^G;;v..,„('iV 


7 


développement   valable  évidemment  pour  toute  valeur  de  /i,  et  que 
donne  aussi  la  formule  de  Lagrange  appliquée  à  l'équation 


=  -(.  +  6=); 


d'autre  part,  on  a  pour  zi  =  o 

ce  qui  est  un  cas  particulier  de  la  formule  générale  évidente 

1 
valable  quel  que  soit  n,  et  d'où  résulte  par^  exemple 

""'""       Zdim  —  i\l]      '  ^        Zd(2m  — i)(2m  — 3)\2/      ' 

Pour  développer  maintenant  la  fonction  f  suivant  les  puissances 


ini 
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de  .r,  on  sait  que  le  coefficient  cin  est  égal  au  coefficient  de  j'*  dans  le 
développejnent  suivant  les  puissances  de  y  de  la  fonction 


''\P"^^    o  ,,   '^^y-y-') 


a 


y^^e 


Donc  le  coefficient  a^  est  égal  au  coefficient  b^  déterminé  ci-dessus, 
à  la  condition  de  remplacer  p  par  p-|-i  ;  et,  en  général,  sous  la  même 
condition,  on  a 

en  étendant  la  sommation  à  toutes  les  valeurs  positives  ou  non  de  n' 
et  n'^  dont  la  somme  est  Ji. 

On  sait  aussi  que  si  l'on  a  D^y*=^  ^'nX^i  ^^  peut  écrire,  pour  n 
non  nul, 

dans  les  mêmes  conditions. 

La  valeur  asympto tique  du  coefficient  a,i  pour  les  grandes  valeurs 
de  n  est  encore  facile  à  trouver;  il  suffit  d'ailleurs  de  considérer  les 
valeurs  positives  de  /i,  car  on  passe  de  an  à  a^„  en  changeant  le  signe 
de  ^  et  y.  La  fonction  /  est  développable  comme  nous  le  supposons 
pour  les  valeurs  de  x  dont  le  module  est  compris  entre  les  nombres  ^4 
et  Xo  déterminés  au  n**  79,  dé  sorte  que  la  valeur  cherchée  résulte 
de  la  considération  du  point  singulier  d'affixe  Xi  =  â^~^  situé  sur  le 

cercle  extérieur  de  convergence.  Dans  le  domaine  de  ce  point,  on  a, 
d'après  ce  que  nous  avons  vu  plus  haut, 

P-T  P-ï 


/  =  «P0>-r(.-6^)P-.r(^)   '   (._^) 


et  par  suite,  la  valeur  asympto  tique  de  an  est 

p-ï  y-p 


)-Y  G«-P-Yr,P+T  (  -  )         e'^'l 


si  du  moins n'est  pas  un  entier  positif  ou  nul;  dans  le  cas  con- 

traire,  il  faudrait,   pour  arriver  au  résultat,   aller  plus  loin  dans  le 
développement  de /autour  du  point  singulier  ^,. 
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Les  coefficients  a«  n'ont  des  expressions  simples  que  dans  quelques 
cas  particuliers,  que  l'on  peut  résumer  de  la  façon  suivante. 

L'application  des  règles  énoncées  ci-dessus  donne  d'abord  immé- 
diatement 

j?=rto-f-2  -^J„_p(7i£)a7«, 

le  signe  2,  indiquant  que  la  valeur  ai  =  o  est  exclue  de  la  somma- 
tion; le  terme  constant  ciq  dans  la  seconde  formule  est  égal  à  i 
pour  p  =  o,  à  —  -  pour  ^3  =  1111,  à  o  dans  les  autres  cas.  Au  surplus, 
ces  deux  formules  sont  équivalentes,  puisque  l'on  a 

^.ry=  -y. 

On  en  déduit,  par  les  relations  (c)  et  (c)  du  numéro  précédent, 

—  cosii=       -         >    J„(;i£)a7", 

—  l  sin  u  =  2_,  J/i ( ^  ^  )^"' 


cos^<:= h>    -^ -x'\ 

1      A^        n 


tsmM=       -         >    — ^ X' 


v'£^ 


Il  est  facile  alors  d'en  conclure   d'autres  développements,   en  se 
servant  des  formules  du  mouvement  elliptique. 
On  a  d'abord 

—    =  I  —  £  COS  ll=^\-\ £    7      — 37", 

a                                       1          j^À        n 
i{u  —  ,j;'-  )  =  £  t  sin  M  =  >    — ^^ or"  ; 

puis,  comme  on  a 

\)    [  —  \  z=  —  Bi  smu  —  t 

et,  par  suite, 

D.i(  —  )  =-—2  El  sin  M, 
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il  vient 

r2  3e2  x:i'J„(/'3) 


le  coefficient  constant  du  second  membre  étant  HJ  ;  on  en  déduit  la 
relation 

bien  facile  à  vérifier  directement. 
On  a  encore 

X        r  3s      V^'J»(/î£) 

—  =  —  cos  w  =  cos  a  —  £  = h  >    — ^ a;", 

a        a  1       ^^        n 

iY        r  .   .  .   .  y\  X^' Jn(/ie) 

—  z=—isinw=   7)1  smu   =  —    y    -x"^,  > 

a         a  s  ^^        n  * 

'-2^  ijm)x".. 


et  aussi 


a  a 

cos  w  =       -  cos  U  —  £—  =  —  £-4- 


f  si  n  (v>  =  Y)  —  i  s'inii  =  r^   ^  J ^^  (  /i  £  ) x"^  ; 


a^    X        «2 

—   —   =  —   costv 


—  —  =  — -  t  sin  w  =  D7.2     — 


■j  =  ^2  /iJ„(/i£);r«. 
On  aurait  de  même,  mais  sous  une  forme  moins  simple, 

et  l'on  en  déduirait  sans  peine  les  développements  des  fonctions 
dépendant  de  l'angle  211,  telles  que  cos((^ —  u)  ou  sin((v^ —  u);  et 
ainsi  de  suite. 

82.  On  peut  déterminer  le  développement  analytique  d^une  fonc- 
tion y  suivant  les  puissances  de  x  d'une  autre  façon,   quand   on  fait 
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rhjpolhèse  encore  très  générale  que  cette  fonction  est  développable 
suivant  les  puissances  entières' et  positives  des  deux  quantités 

sous  la  forme 

q^  et  q-2  étant  des  entiers  non  négatifs. 

D'après  la  nature  déjà  reconnue  des  coefficients  a,,,  on  peut  alors 
écrire  aussi 

en  faisant 

et  désignant  par  p,  et  j92  des  entiers  non  négatifs  ;  et  l'on  a 


la  sommation  s  étendant  à  toutes  les  valeurs  de  /?<  et  /?o  dont  la 
différence /?<  —  p2  est  n. 

Or  an  est  le  coefficient  de  y"  dans  le  développement  suivant  les 
puissances  de  y  de 

m 
a 

il  en  résulte  visiblement  que  ctp^»^  n'est  autre  chose  que  le  coefficient 
àe  yf^'y^^■  dans  le  développement  suivant  les  puissances  dey^  ety2  de 

la  fonction 

il— fi — y^)fe'^P^-Pi>h\-y2>. 

En  écrivant   ^t/^i-^'^)  (/'-r-i)    sous   la  forme   e^/''"/'-^'' x  e~(^'~/'-'^%  le 
coefficient  àe  y^^' yP^  dans  le  produit  jk?' y 2' ^^'''"^'^  iy^~y-^)  est 

(_  i\p,-q,.lLj LU , 

iPi  —  çi)^'  {pi—gï)' 

en  désignant  par  p\  la  factorielle  i  .2.3.  .  ./?  lorsque  /;  est  un  entier 
positif,  et  en  faisant/?  !  =  i  quand p  e>  t  nul.  p\  =z  ce  quand  p  est  un 
entier  négatif. 

Par  suite  il  vient,  après  réduction, 

a       -Va       (     ,\r  -,.(?■-  y^  H/^,  -  P.  )/'.-^/'.-7.-^.-- . 


et  si  l'on  suppose /?<  =  p^=z p^  on  a  simplement 

On  arrive  immédiatement  à  la  même  expression  de  a^,^  p^  en  remar- 
quant que  l'on  a 

et  que  a    j,^^  est  le  coefficient  dey'j'  y^^  dans  le  développement  de 

■      Pi- Pi    ^-^ 
Si  l'on  peut  écrire  d'une  façon  simple 

on  a  encore 

Détaillant  le  calcul  pour  les  cas  les  plus  simples  (/;,  + /j^^  i),  il 
vient,  en  se  bornant  au  cas  où  l'on  a/?,  ^/?25  puisque  rien  ne  change 
quand  on  permute  p,  etyPo  ^^  même  temps  que  q^  et  q-^  '■ 

«2,1  =  —        b\,Q    —      262,0 ^0,1    -H   ^2,1 

«2,0=  ^1,0-+-  ^2,0   =  2  6j),o+  2  6^1,0+  ^2,0, 

«3,1  = 2  61  0   —      4^2,0   3^3  0   —  -  ^0,1    +  f>l,\    +  ^3,1 

=  -^^;,0-      4^'l, 0-4^2,0-2-^3,0+   T^0,l  +  2//i,i+2^>'2,,  +  6'3,l, 

3 

«3,0=  -61,0+      2^2,0+     ^3,0 

=       f^o,o+    |^;,o+36Ç,,o+    ^3,0, 


«4,0=      -ir^Ko-^    4^2.0+3^3,0+    64,0 

=     ^6'o,o+^^'.,o+86'2-o"^^^^3-«-^^*'«' 
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Appliquant  d'abord  ceci  à  la  fonction 


/=iog:^  =  iog(i— jKi— ra), 

on  a 

et  l'on  trouve  immédiatement 


log  —  =  071372  -h    —     X-,xl-\-... 

a  'i 

—       (^1 -h  572) -+-   -  {x\x^_-\-  XxX\) 


¥    T 


~ix\-^  x%) 
12 


Cherchons  ensuite  de  la  même  façon  le  développement  de 

^X^'^  — ^)  =  log^, 

c'est-à-dire  de  l'équation  du  centre. 
On  a 

et  par  suite,  tout  revient  au  développement  de  la  fonction 

dont  on  laissera  de  côté  le  terme  constant,  d'ailleurs  égal  à   i .  On 

a  ici 

1 

'r        a       (i  —  ky\yiY^ 
-y  =  7j-  = -^ , 

«  /•         i  — 71  — r« 

et  comme 

G'/ 


00 
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il  vient 


^'</^n'.=-^ 


5 


'iq  —  I 
d  ou 

^0,0  =  1.  ^'l,0=»,  ^2,0=  »,  ^3,0  =  ^  ^\,()'=^, 

et,  en  n'oubliant  pas  que 

D.r(^'i'  ^?0  =  (Pi  —  /?2)  ^'i'  «2;(;% 
on  a  tout  de  suite 

5  II 

/      3  3  \ 

ïo3  ,    ,         ,  , 
12 


T.e  développement  de  ( i  j   ^  q  étant  un  entier  positif,  est  encore 

immédiat,  puisque,  pour  cette  fonction,  on  a 

la  somme  q^  -1-  q.2  étant  nécessairement  égale  à  q. 

Des  développements  que  nous  venons  de  calculer,  il  convient  de 
rapprocher  les  suivants,  qui  résultent  immédiatement  des  formules 
du  n*^  79  : 

6'i 


log^  =      logw-^— (^■«  +  7-«) 


1 


0«    .    68  v^  0« 


=  -  "'+  T  -  T  -^  T  -•  •  -ZT(r-+r-") 

1 

00 

=  — logw'-f- >  (— i)'^  — (5«-^  5-«) 

=  -3(o..^....)-(^.?-...)-i(-0»^(— ); 


ANDOYER 


25 
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00  00 

-^      l  1 

•e 

1 

1 

00 

i 

Dans  cette   dernière  formule,   le  coefficient  de  z  —  z"*  se  réduit 
à  £,  tandis  que  le  coefficient  total  de  y  — y~*  est  £  (  i  +  —  j  • 

83.   Nous  aurons  besoin  spécialement  dans  la  suite  du  développe- 
ment de  la  fonction 

r\9  /  z\<^ 


suivant  les  puissances  de  x,  ou  plutôt,  comme  ci-dessus,  suivant  les 
puissances  de  ^i  et  ^25  sous  la  forme 

Les  coefficients  X^'^^,^  ne  se  calculent  pas  directement  d'une  façon 
simple,  et  il  convient  d'avoir  recours,  pour  leur  détermination,  à  une 
formule  de  récurrence.  Pour  trouver  une  telle  formule  qui  soit  en 
même  temps  simple  et  avantageuse  au  point  de  vue  du  calcul,  on  peut 
procéder  de  la  façon  suivante,  entre  beaucoup  d'autres. 

Considérons  -  et  —  >  ainsi  que  Xa  et  ^o,  comme  des  fonctions  de  e 
a       £c  ^ 

et  de  :r.  On  a  d'abord 

D,XP.^=XP.^[p^D,(l)+.fD,(i)], 

en  convenant  toujours  que  Deyreprésente  s -r^* 
Or,  d'après  le  n°  23,  on  a 


dz  '  di  -r^î 
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et  par  suite,  d'après  la  valeur  i  +  e  cos(v  de  7,2  !^,  il  vient 

—  De  (  —   1    = h  £  COS  W  -\ COS  2  (P     , 

r        \a/  7]2\2  2  / 

l'^^(^)=  ^("^'""'  +fsi„2.^), 

de  sorte  que 

—  p p  £  COS  tv  ■\-  '11  ti  sin  (^p-  —  p  —  cos  >.  <v  -h  cr  —  î  sin  2  (^^^    . 

De  même,  on  a 

'>  (-) 

al         £    .  ow  «2 


=  —  sin(v 


et  par  suite 

-  D,t  (  —  )  = ï  (  £  sin  iv  H sin  2  (v  ) , 

X  /  Z\  I      /  £2  c2 

—  Di.  (  —  )    =  —  IH rll-r i-2£  COS  W  -\ COS  2  W 

z  \x J  rj3  y  2  2     ' 

d'où 

(6)     ri3(Da:XP.'7-i- !jXp.<Jj  • 

Te'  -    .  32  £2  .  "1 

=  XP''''    j-i-a i-2a£  COS  wf —  p  £isin  ir  +  a—  cos2(P —  9  —  1  sin  2(v    . 

La  '  2  '2  J 

En  ajoutant  membre  à  membre  les  équations  («)  et  {b}^  il  vient,  en 
remplaçant  Tj-  par  i  —  /\X^X2  dans  (a), 

ri3(Da;XP.^4-  aXP>^)-^  (i  —  4^i^2)D£Xp.<^ 

r  £2  £2      -] 

=  XP.^  U4-(a-p)-  +(2a— p)£^  +  (t  — p)-^2|^ 

c'est-à-dire   encore,   en   remplaçant   —    par   2^,^2,    zz   par    2x^-y 

£2  52 

—  s^  par  2:r,  — -) 

r^3(D^XP><^+ jXP-'^)  +  (1  —  4^i^2)  DeXP.*^ 

=  [<j-4-2(cr  — p)a:ia:2]XP.^-+-  2(2cr  —  p)iri  XP><^+« -h  2(a  —  p)ic«  XP'«^-^2. 
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Si  maintenant  on  observe  que 
et  que 

00 

r,3=  (i  -  ^x,x,f^  =y-. '^-^ TT^Î^? 

^  jimà{'îp  —  l)(2/> 3)       '       ^ 

0 

=  1  —  Çtx^x^^  &x\x\  -\-  \x\x\  -\-  Çix\x\-\- . .  .^ 

l'équation  précédente,  divisée  par  2,  donne  finalement,  en  égalant  les 
coefficients  de  xP^'x^^^  dans  les  deux  membres, 

H- ( 5 /?i  — /?2 -H  4  ^  —  p  —  4 )  x^;_i,  ,,^_i 

00 

3G!; 


2 


et  l'on  a  de  même 


2 

comme   on   le   voit   en   retranchant   les   équations   que  nous    avons 
ajoutées,  ou  plus  simplement  encore,  en  observant  que 

vP'*^     _  vP-O" 
-^Pi,Pi—  •^Vs'/'i* 

Ces  formules  ne  diffèrent  pas  de  celles  données  par  M.  H.  v.  Zeipel 

pour  le  même  objet  :  en  les  ajoutant,  on  fait  disparaître  la  somme  ^ 

qui  figure  dans  les  seconds  membres,  mais  sans  grand  avantage  pra- 
tique. 

En  partant  de  la  valeur  évidente  XP''J  =  i ,  on  en  déduit  successive- 
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ment,  en  se  bornant  d'après  ce  qui  précède  au  cas  où  l'on  a  p^^p.j.  : 

xÇ;o=—  p  +2C7, 


g     ,    ^    .  -    .    _^  .        ^.  ..     ,     ^  .    ,     ^    .     ,    ^.     ,    ..     .     .^  cr, 


4  a^  —  5,a2  — 


/4    ,      o   ,       55  71  \        2    ,       ^   ,       283    ,       io3 

\3  4  12/3  24  12     ' 


On  peut  encore  se  poser  le  problème  analogue,  qui  consiste  à  cher- 
cher le  développement  de  la  fonction 

suivant  les  puissances  dey,  ou  plutôt  suivant  celles  de  yi  ety.j,  sous 
la  forme 

Yp.cr_y  yP'*^     v'^'  y'f'- 

ou  bien  encore,  suivant  les  puissances  des  deux  nouvelles  variables 
équivalentes 

sous  la  forme 

Yp,cr_V  Y'P'^  t*^'  r'7'- 

Commençons  par  ces  derniers  développements,  qui  sont  les  plus 
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simples.  En  observant  que  w  r=  (i  -)-  O^)"',  on  a 
et  par  suite 

en  étendant  la  sommation  aux  valeurs  q  =  o,  i ,  2,  3,  .... 
En  différentiant  l'expression  de  IP'*^  par  rapport  à  r,, ,  on  a 

et  l'on  en  déduit  immédiatement,   après  avoir  chassé   les   dénomi- 
nateurs, 

A/'P'^  /  ,  \  v'P'^ 

-f-(^iH-a  — 2)         Y^^_2,^,_i; 
et  l'on  a  de  même 

^l^quq^—        (^2  — <7—  p  —  I)   1^„7,-1 

-(^2-^-p  — i)      y/,:!,,,,^_i 
-^(^o— a  — -2)      y/;^i,  ^^_2. 

Partant  de  la  valeur  \y'^=i,  on  a  ainsi,  dans  les  mêmes   condi- 
tions que  précédemment, 

*i,o=  ^  — Pj 

Y;Po^=  '    (a-p)(a-p  +  i), 

•    Y;Pf  =  -  a^+p^-p, 

^3%''=  ^  (cy  -  p)  (CT  —  p  -H  i)  (a  —  p  -f-  2), 

Y2p;r  =  -    i  (a-p)(a2-p2+c  +  3p),, 

Y'f;o''=       :^  (^  -  p)  (^  —  P  +  I)  (^  -  P  +  2)  (<J  -  P  +  3), 

Y;Pf  =  -   ^  (a-p)(a-p  +  i)(<T^-p2+2a+5p), 

Y'/.f=  ^     }(a2_p2)2^.(^2_p2)(6p_,)  +  2p2H-2pj, 
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Il  est  facile  maintenant  de  revenir  aux  coefficients  Y^'\  :  il  suffit 
de  se  servir  des  relations 

>  1  —      ,    3         ^  2 


pour  avoir  immédiatement  la  formule 

qui  permettra  le  calcul  des  coefficients  Y^',^,  successifs. 

En  n'écrivant  que  les  coefficients  Y.,  ^  qui  diffèrent  des  Y ,,  '    ,  on  a 

1  '/i»V»     X  71.72' 

ainsi 

yp.o-  _  Y'P''^_t_  oY'P'"^ 

1  3,1   —    1  3,1    ^^  ^  1  2,0  j 

YP'^  —  y'P'*^    t-  oY'?'*^ 

^2,2  ""■    *2,2      '^'**^l,l7 


Si  enfin,  dans  le  même  ordre  d'idées,  on  voulait  avoir  le  dévelop- 
pement de  l-j  suivant  les  puissances  de  z,  ou  plutôt  suivant  les 
puissances  entières  et  positives  de 


■1  1 


sous  la  forme 

il  suffirait  de  partir  de  la  formule 

(-]     =  (l  —  4Sl22)P(l+5i-f-^2)-P, 

pour  avoir 

en  étendant  la  sommation  aux  valeurs  s  =■  o^  i ,  2,  3,  .... 
Différentiant  par  rapport  à  ^,  on  a 

et  par  suite 

r#P  /  /  \  r/P  '7?-^^ 

Si  Lsi,s^  =  4  (5i  —  p  —  i)  z,-^_i,  ,-,-1  —  p  Ls,-\,  s,  ; 
de  plus,  ici,  on  peut  permuter  les  indices  Si  et  ^2  sans  rien  changer. 
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Partant  de  ZJ  (,=:  i ,  on  a,  toujours  dans  les  mêmes  conditions, 

Z?,,=  .        p(p-3), 

z§,o=-  I  p(p  +  0(p  +  2), 

Aa-^-  f  (p'-5p  +  2), 
Z?,o=       ^p(p  +  i)(p  +  2)(p-f-3), 
ZS,i=       I  p(p  +  i)(p--i)(p-6), 
ZP,2=        I  (p'-iop24-'.7p-.26), 

84.  Les  développements  que  nous  avons  envisagés  dans  tout  ce  qui 
précède,  ordonnés  suivant  les  puissances  positives  et  négatives 
de  x^  y,  ou  3,  sont  toujours  convergents  dans  les  conditions  où  nous 
nous  sommes  placés.  Mais  leur  convergence  pratique  dépend  de  la 
petitesse  de  s  :  on  est  obligé  de  les  limiter  aux  termes  qui  ne  dépas- 
sent pas  un  certain  ordre  par  rapport  à  £,  c'est-à-dire,  en  fait,  de  les 
ordonner  suivant  les  puissances  croissantes  des.  11  est  aisé  d'obtenir 
ce  résultat,  surtout  quand  on  part  des  développements  des  deux  para- 
graphes précédents,  tels  que  /  =  ^<^;,,  ^^  ^ï*  ^2'  '  *^^  ^'^^  ordonne 
cette  fonction  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  -,  le 

coefficient  de  (  -  )    est  la  somme  limitée^  a^,^  p.^  :r/^'~/'%  étendue   à 

toutes  les  valeurs /?<  et  p<^  dont  la  somme  est/?. 

11  est  manifeste  qu'en  restant  toujours  dans  les  mêmes  conditions, 
les  développements  analogues  procédant  suivant  les  puissances  dey 
ou  de  z  restent  convergents  quand  on  les  ordonne  ainsi  suivant  les 
puissances  de  s,  ou  encore  de  8,  lorsque  ces  quantités  sont  inférieures 
à  l'unité,  comme  nous  le  supposons  essentiellement.  Mais  il  n'en  est 
pas  de  même  des  développements  ordonnés  suivant  les  puissances 
de  x^  et  pour  trouver  les  conditions  de  leur  convergence,  il  faut 
évidemment,  pour  les  mêmes  raisons  qu'au  n"  31,  étudier  les  singu- 
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larités  de  la  fonction  w,  définie  par  léquation  de  Kepler 

mais  regardée  celte  fois  comme  fonction  de  la  variable  s,  tandis 
que  g  est  un  paramètre  réel,  que  l'on  peut  se  contenter  de  faire 
varier  entre  —  tz  et  -f-  tt  ;  il  s'agit  d'ailleurs  uniquement  de  la  branche 
de  fonctions   qui  est  linie   et  égale  à  ^  pour  s  =  o. 

Ces  singularités  et  les  valeurs  correspondantes  de  u  sont  détermi- 
nées par  l'équation  précédente  jointe  à  celle  que  l'on  obtient  en  éga- 
lant à  zéro  la  dérivée  partielle  du  premier  membre  par  rapport  à  a,  soit 

I  —  ecosM. 

ou  encore  par  le  système  équivalent 

u  —  tangi^  =^  g,         £  =  sécM. 

Ces  équations  admettent  une  infinité  de  solutions  réelles,  mais  qui 
sont  sans  intérêt  pour  nous,  puisque  la  valeur  absolue  de  z  est  alors 
supérieure  à  l'unité.  Cherchons  donc  leurs  racines  imaginaires,  et 
faisons  à  cet  effet 

[^  et  Tj  n'étant  pas  nuls. 
On  a  d'abord 


ou  bien 


1  —  [5  4-  ta 


14-^  — la' 
éaalant  les  modules  des  deux  membres,  il  vient 

(i-f-[i)2-Ha2' 
c'est-à-dire,  en  introduisant  les  fonctions  hyperboliques. 

a-  =  2  (î  coth  2  (5  —  ^'  —  I , 


^'^  \       =(P-th^)(cothp-P); 

égalant  de  même  les  arguments,  on  a  ensuite 


(2)  lang2(^-ha)  = 


2a 


^■' 
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en  ajoiilaiil    pour  préciser  que    sin2(  .«-f-a)   et   eosaf  «  +  7.)  soni 
respectivement  des  mêmes  signes  que  a  et  i  — a-  —  [i^. 

Telles  sont  les  équations  réelles  qui  déterminent  a  et  [^  en  fonction 
de  g',  mais  il  est  préférable  de  choisir  ^  comme  paramètre.  En  sup- 
posant pour  un  instant  j^  >>  o,  on  sait  que  l'on  a[ii>>tlii3,  et  que 
coth  p  décroît  constamment  quand  ,3  augmente;  par  suite,  il  résulte 
de  l'équation  (i)  que  la  variable  p  ne  peut  prendre  que  les  valeurs 
comprises  entre  —  (^o  et  1^05   ^^  désignant  par  (^q  le  nombre  positif 

unique  tel  que 

(Bo  =  c.oih  po, 

soit  Po  =  1,200,  à  moins  d'un  demi-millième  près  par  excès. 

A  chaque  valeur  admissible  de  jii  correspondent  deux  valeurs  de  a 
égales  et  de  signes  contraires;  et  à  chaque  couple  (a,  p)  correspon- 
dent deux  valeurs  de  ^,  dont  la  diflerence  est  ii,  et  qui  changent  de 
signe  avec  a,  tandis  qu'elles  ne  changent  pas  avec  le  signe  de  p.  En 
particulier,    pour   [i  =  o,  on  a   a  =:  o,    «=  o    et   ^  =  -   (ou  — r); 

pour  1^:=  3o,  onaa  =  o,  g  =  ±:  ^. 

Il  suffit,  pour  aller  plus  loin,  de  supposer  a  et  [3  positifs  simulta- 
nément. On  a  d'abord 

dy 
a  -r-r  =  S  -f-  coth  2  lî  —  2  S  coth2  2  S, 
ap       ' 

et,  par  suite,  la  quantité  a  commence  à  augmenter  avec  [3  pour  dimi- 
nuer ensuite,  en  passant  par  un  maximum  pour  la  valeur  [:J,  telle  que 

l'on  ait 

_        coths^i 

^^~    2C0thÎ2pi  — l' 

que  l'on  vérifie  aisément  être  unique,  et  égale  à  0,8  environ. 
La  relation  précédente  s'écrit  encore 


d^ 


4  [3  coth  2  p  (  coth2J3  —  77) 


et  montre  ainsi  que  la  quantité  [6^ —  a^  est  croissante  avec  [3,   et  par 
suite  toujours  positive. 

On   voit  aussi  facilement   que  la  quantité  a--f-|3-   est  de  même 
toujours  croissante. 
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En  difféienliant  Féqualion  a  —  tangw  z=  g^  on  a  maintenant 


ou 


dg  =i — tang2wû?M, 

c'est-à-dire,  en  séparant  les  quantités  réelles  et  imaginaires, 

d{g-\-rj.)  _      fjg— g^  dg  _  (g^-i-  |32)2 

dg         ""  (a2-h(32)2'  cl^   ~         aafî 

De  toutes  ces  remarques,  il  résulte  immédiatement  que,  ^8  variant 
(le   o  à   [iio5   l^s  angles  ^et^-ha  croissent  constamment  depuis  o 

jusqu'à  ->  ou  bien  depuis  ^—u  jusqu'à 

Inversement,  on  peut  donc  dire  d'une  façon  générale  que  l'équation 
ji  —  tangw  =  g  admet  deux  racines  imaginaires  conjuguées  et  deux 
seulement  :  ces  racines  sont  les  mêmes,  à  t:  près,  pour  deux  valeurs 
de  ^  différant  de  tt,   et  changent  de  signe  en  même  temps  que   «•; 

l'angle  g  variant  de  o  à  -j  la  valeur  absolue  de  j^  augmente  de  o  à  j^o, 

et  le  nombre  a  est  positif. 

Déterminons  actuellement  la  valeur  de  e.  On  a  d'abord 

£2=  séc^w  ==  I  +  tang^w  =  i  +  (a  -f-  i^y-  =  i-f-  a^ —  ^2+  2ia|î, 

et  par  suite,  en  prenant  les  modules, 

|£l4  =  (H-a2— p2)2  +  4a2p2 

•       =(l-4-a2-|-p2)2_4|i2 

=  4fi2(coth2  2[^  — [), 
c'est-à-dire 

^. 


^  '  "       sh  2  S  ' 


cette  valeur  décroît  constamment  quand  ^  varie  de  o  à  ^o?  comme  le 
montre  immédiatement  le  développement  en  série  de  sh2J3;  pour 
p  =  po,  il  reste 

1^1  =  ^  =  ^^^^^' 

d'après  la  définition  même  de  [3o. 
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D'autre  part,  on  a 

^^      ^  ^  ==  -=  cosu  =  cos{g  -h  a)  chp  —  i  sin(^  -i-  a)  sh^, 


et,  par  suite. 


^  =  ih|^°'(^+">'    ''  =  i^'"(-"+==)- 


En  supposant  donc  g  compris  entre  o  et  -  ?  et  j3  >  o,  cet  'f\  sont 

toujours  positifs,  d'après  ce  qui  précède.  Cherchons  leurs  dérivées 
par  rapport  à  ^"  :  la  relation  e  =  sécw  donne,  en  s'aidant  de  ce  que 
nous  avons  déjà  vu. 


c'est-à-dire 


d'où 


d\         .  df\ 

•     ■    \    i         —  - 
dg          dg 

a  +  ifi' 

d^ 

dg 

a?  H-  (Sri 
a2-h  [îî  ' 

dri   _^\  —  y-h 
dg         a2-h[i2 

1 

T. 


.  dl  .  ,        . 

On  voit  ainsi  d'abord  que  la  dérivée  -j^  étant  toujours  négative 

ag 

^  décroît  constamment  depuis   i  jusqu'à  o,  quand  ^' varie  de  o  à - 

De  même,  yi  croît  constamment  depuis  o  jusqu'à    ,  "    =  -t-tt  '  car  sa 

dérivée  ne  peut  s'annuler  :   la  condition  -7-^  =  0  revient,    en    effet, 

à  -  =  7:  ou  —^ — -  =  rr-i  et   est   impossible  à  vérifier,  puisque, 

d'après  la  valeur  ci-dessus  de  e^,  on  a 

Pour  g  infiniment  petit,  on  a  directement 


224  4 

et  l'on  voit  ainsi  que  le  lieu  géométrique  du  point  singulier  d'affixe  s, 
dans  le  plan  qui  ser^  à  représenter  cette  variable  complexe,  est, 
comme  l'a  montré  M.  C.-L.  Gharlier,  la  courbe  G  représentée  par  la 
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figure  6  ;   quand  ^'  varie  de  o  à  -»  le  point  (s)  décrit  les  arcs  AB 

et  AB',  symétriquement;  il  en  est  de  même  si  g  change  de  signe; 
et  quand  g  augmente  de  t:,  ces  arcs  sont  remplacés  par  leurs 
symétriques  par  rapport   à   l'axe  0't\.  Les    sommets   B    et  B'  situés 


sur  cet  axe  sont  des  points  ordinaires;  mais  les  sommets  A  et  A' 
situés  sur  l'axe  O^  sont  des  points  anguleux,  les  tangentes  en  ces 
points  faisant  un  angle  de  60^  avec  l'axe  O^. 

Enfin,  il  est  facile  de  s'assurer  que  les  points  singuliers  que  nous 
venons  de  déterminer  pour  la  fonction  u  appartiennent  bien  à  la 
branche  de  cette  fonction  qui  prend  la  valeur  g  pour  £  =  o;  il  suffît 

de  le  vérifier  dans  un  cas  particulier,  par  exemple,  pour  g  =z  -,  l'un 

des  points  singuliers  correspondants  étant  alors  Sq  =  i  coséch  p^-  Oi' 
si  l'on  fait  varier  £  depuis  o  jusqu'à  Sq  par  valeurs  purement  imagi- 
naires de  la  forme  i'r\,  on  voit  tout  de  suite  que  la  fonction  u  consi- 
dérée est  de  la  forme --[- i[^,  ^  étant  déterminé  par  l'équation 
p  =  Yich3;  il  suffit  alors  de  constater  que  la  fonction  -^  passe  par 

un  maximum  quand  on  a  (3  =  j3y,  pour  s'assurer  que  le  point  Sq  est 
bien  singulier  pour  la  fonction  considérée  :  pour  cette  valeur  de  £, 
deux  racines  de  l'équation  de  Kepler  viennent  se  confondre,  et  l'une 
d'elles  est  celle  qui  est  nulle  pour  =  =  o. 

Les  singularités  de  la  fonction  u  étant  ainsi  complètement  étudiées, 
les  conséquences  en  sont  immédiates.  Si  l'on  donne  à  e  une  valeur 
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réelle  et  positive  particulière  £(,,  inférieure  à  l'unité,  représentée  sur 
la  figure  6  par  le  point  E^,  la  fonction  u  et  toutes  celles  qui  en 
dérivent  sans  introduction  de  singularités  nouvelles  seront  dévelop- 
pables  en  séries  convergentes  ordonnées  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  £  —  Êo,  et  admettant  pour  rayon  de  convergence,  lorsque  la 
valeur  réelle  de  g  reste  indéterminée,  la  distance  du  point  Eq  au 
point  le  plus  rapproché  de  la  courbe  C. 

Dans  le  cas  particulier  qui  nous  intéresse,  on  a  <?(,  =  o,  et  par  suite 
le  rayon  de  convergence  des  séries  du  mouvement  elliptique  ordon- 
nées suivant  les  puissances  de  z  est,  comme  l'a  démontré  Laplace,  la 

distance  OB,  c'est-à-dire  le  nombre  coséchj^o  ou  yj \  —  |3J,  soit 
0,6627...;  de  sorte  que  la  convergence  de  ces  séries  est  assurée 
pour  toutes  les  planètes. 

Pour  une  valeur  donnée  de  g^  la  fonction  i^  de  s  a  deux  points  sin- 
guliers £|,  £2,  et  prend  les  valeurs  correspondantes  u^  et  11.^',  comment 
se  comporte-t-elle  dans  le  domaine  de  ces  points? 

En  considérant  inversement  s  comme  fonction  de  «,  on  a  par 
double  difFérenliation  de  l'équation  de  Kepler 

dt         .       d^& 

£  siu  u  —  2  cos  II—, smu  -7—-  =  o, 

du  du^ 

I  .  dz  d'^t  ' 

de  sorte  que  pour  u  =  w,,  on  a  —  =  o,  -7—^  =  s, ,  et,  par  suite, 

£  — £1  =  —  (u  —  iii)-^  -^- . . .  ; 
on  en  déduit  le  développement  cherché 

Il  —  iii  —  ±:  1^2.  (i j    ■+-...; 

et  si  l'on  suppose  positif  le  coefficient  de  i  dans  £,,  l'étude  du  cas 
particulier  où  g  =:  -  faite  ci-dessus  permet  de  préciser  le  signe  et 
d'écrire 


1 

u  —  ui=:  —  i  ^2  l  i  —  —  )   -h . . . ,  u  —  ll2=  i \/2  [  i )   -t- . . . 


£  \  ^  ,     /-  /  £ 

i  1     /  \  £  0 


Par  suite,   d'après  la  règle  du  n°  o5,  le  coefficient  de  s^*  dans  le 
développement  de  m —  «suivant  les  puissances  de  s,   a  pour  valeur 
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asA'mptotique,  quand  n  devient  très  «>Tand, 

(---)■ 


71  \/  iniz  \  ^  1 

Pour  ^>=:y,   on   a  e,  = -y-r-j   et  la  valeur  précédente  est  nulle 

j)our/i  pair;  en  effet,  dans  ce  cas,  le  coefficient  de  e"  est  alors  nul. 
Pour  n  impair  de  la  forme  2?i'-\-i,  la  valeur  asjmptotique  du  coeffi- 
cient de  £"  est 

(  —  !)«' 7=5 

n  \/  '2  fi- 
el l'on  voit  bien  ainsi  que  ce  développement  ne  saurait  être  conver- 
gent que  })our  s  <;  coséch  po,  puisque  le  rapport  d'un  terme -au  pré- 
cédent j  a  pour  limite  — s-sIi-^q.   La  valeur  exacte  du  coefficient 
considéré  est  d'ailleurs,  d'après  les  n°'  81  ou  82, 

2«-i      L~^  ^  (Al  — I)!  i!  "^  (/i  — 2)!  ît!  "^*  "~^  (n'-T-i)!  n'\\  ' 

On  ferait  de  même  pour  une  fonction  quelconque  de  u^  et  c'est  en 
déterminant  directement  la  valeur  asjmptotique  du  coefficient  de  s" 

dans  les  développements  analogues  de  -  et  de  -  que  La|)lace  a  décou- 


vert la  limite  de  leur  convergence. 


8d.   Le  problème  que  nous  venons  de  traiter  peut  encore  être  résolu 
d'une  façon  différente.  Jusqu'ici,  nous  avons  ordonné  les  séries  de  la 

forme  ^  a ,   ,,^;r^*  ^^-  du  n°  82,    soit  suivant    les  puissances    de  .?', 

soit  suivant  celles  de  s.  Mais  on  peut  aussi  bien  les  regarder  comme 
des  séries  entières  à  deux  variables  û:^  et  x^  remj^laçant  x  et  £,  et  se 
proposer  d'étudier  leur  convergence  sous  ce  nouveau  point  de  vue. 
Il  suffit,  comme  précédemment,  de  traiter  la  question  pour  la 
fonction  t^i(u  —  ^),  qui,  en  vertu  de  l'équation  de  Kepler,  est 
déterminée  par  la  relation 

Pour  Xi  =  o,  X2  =  o,  cette  équation  admet  la  racine  simple  t  =  o,  et 
la  branche  de  la  fonction  t  définie  par  cette  valeur  initiale  sera  dèvc- 
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loppable  en  série  entière  procédant  suivant  les  puissances  de  ^i  etiCa, 
convergente  et  par  suite  absolument  convergenle,  tant  que  les  modules 
de  Xi  et  ^2  seront  suffisamment  petits. 

Sans  nous  occuper  de  la  détermination  générale  des  rayons  de 
convergence  associés  pour  cette  série  (?),  que  Ton  obtiendrait  d'ail- 
leurs bien  facilement  par  la  méthode  exposée  ci-dessous,  nous  pou- 
vons nous  borner  à  chercher  la  condition  de  convergence  dans  le 
domaine  défini  par  les  inégalités 

l^il<~-  |.r,|<^, 

en  dicsignant  par  p  un  nombre  positif  inférieur  à  l'unité  :  et,  en  effet, 
nous  supposerons  toujours  £<C  ij  et  l'angle^  réel.  Cette  condition  est 
évidemment  que,  pour  toutes  les  valeurs  de  x^  et  œ^  ainsi  définies,  la 

dérivée  -y  =  i  —  Xte^ —  x^e'^  reste  différente  de  zéro. 

Examinons  alors  les  solutions  communes  aux  deux  équations  F  =  o, 

— -  z=o;  la  valeur  de;   t  peut  être  choisie  arbitrairement,   et  d  en 

résulte 

.ri  =  -(i  H- ^)  e-',         x.-,=  -{\  —  t)e^: 
•1  i 

de  sorte  que'si  l'on  fait  t  =z  a-{-  ib^  a  et  b  étant  réels,  on  a 

La  condition  énoncée  ci-dessus  revient  donc  à  celle-ci  :  les  inéga- 
lités 

[(i  +  a)2-i- 62]  e-2«<  p2. 

[d  —  rt)2+62Je2«     <  p2 

ne  doivent  pas  a\oir  de  solutions  communes. 

Interprétons  géométriquement  ce  résultat,  et  pour  cela  construi- 
sons la  courbe  G  dont  l'équation,  dans  le  plan  qui  sert  à  représenter 

(1)  Voir  à  ce  sujet  la  Note  de  M.  E.  Goursat,  Bulletin  de  la  Société 
mathématique,  t.  XLIII.  iqid.  p.  i. 
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la  variable  complexe  ^,  est 


ou 


L'équation  en  a 


a  évidemment,  d'après  l'hypothèse  faite  sur  p,  trois  racines  réelles, 
l'une  inférieure  à  —  i,  une  autre  comprise  entre  —  i  et  o,  la  troi- 
sième positive,  et  n'en  a  pas  davantage  puisque  la  dérivée  troisième 
du  premier  membre  a  un  signe  constant.  La  courbe  G  a  donc  la  forme 


is. 


générale  représentée  sur  la  ligure  ^,  avec  trois  sommets  A,,  A2,  A3 
situés  sur  l'axe  Oa. 

Il  est  clair  alors  que  l'ensemble  des  points  (a,   h)  qui  vérifient 


l'inégalité 


[(H-<7)2-+-62Je-2«<  p2 


est  formé  par  les  points  intérieurs  à  cette  courbe,  c'est-à-dire  ceux 
qui  remplissent  la  région  du  plan  couverte  de  hachures. 

L'ensemble  des  points  (a,  6)  qui  vérifient  la  seconde  inégalité 


[(i  — a)2H-62]e-2«<  p2 
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est  symétrique  du  précédent  par  rapport  à  l'axe  06;  et  par  suite  la 
condition  de  convergence  cherchée  revient  à  dire  que  la  distance  0A< 
est  inférieure  à  la  distance  OA3.  Cette  condition  est  vérifiée  pour  p 
suffi samméiit  petit,  et  ne  pessera  de  l'être  que  quand  on  aura 

ce  qui  donne,  en  ne  prenant  que  la  valeur  positive  de  a,  nécessai- 
rement supérieure  à  l'unité, 

n  =  coth  a,         p  =  \/a'^  —  1 . 

Le  nombre  a  ainsi  trouvé  ne  difFère  donc  pas  du  nombre  po  du 
numéro    précédent,    et    l'on    voit    ainsi    finalement    que    les   séries 

^  ^»i,»2'^^'^2'  considérées  comme  des  séries  entières  par  rapportaux 

deux  variables  indépendantes  Xi  et  Xo  sont  convergentes,  et  mêuie 
absolument  convergentes,  tant  que  les  modules  de  2Xi  et  de  2X2  sont 
inférieurs  tous  les  deux  à  0,6627  ...;  et  par  conséquent,  si  l'angle  g  est 
réel,  tant  que  le  module  de  £  est  inférieur  à  cette  limite.  Mais  si  l'on 
ordonne  ces  séries  suivant  une  règle  déterminée  de  façon  à  en  faire 
des  séries  simples,  elles  peuvent  rester  convergentes  dans  un  domaine 
plus  étendu  :  c'est  ce  qui  résulte  suffisamment  de  tout  ce  que  nous 
avons  dit  dans  ce  Chapitre. 


CHAPITRE  XIII. 

DÉVELOPPEMENT  ANALYTIQUE  DE  LA  FONCTION  PERTURBATRICE. 


86.  Les  résultats  obtenus  dans  le  précédent  Chapitre  vont  nous 
permettre  maintenant  d'aborder  l'étude  du  développement  analytique 
de  la  fonction  perturbatrice  relative  à  l'attraction  mutuelle  de  deux 
planètes,  et  dont  nous  devons  d'abord  préciser  la  définition,  d'après 
les  Chapitres  \  et  III. 

Soient  M,  M',  . . .  les  centres  de  gravité  des  grosses  planéles  P, 
P',  ...,  ou  plus  exactement  des  systèmes  formés  par  ces  planètes  et 
leurs  satellites,  et  m,  m\  ...  les  masses  de  ces  systèmes;  soit  y"  le 
coefficient  d'attraction,  les  unités  étant  toujours  celles  définies  au 
n**  19;  et,  en  désignant  par  O  le  centre  du  Soleil,  soient  r,  r' ^  ...  les 
distances  OM,  OM',  ....  Le  mouvement  relatif  de  M  par  rappi^it  au 
Soleil  est  celui  d'un  point  matériel  de  masse  égale  à  l'unité  sous 
l'action  d'une  fonction  de  forces  U  de  la  forme 

r 

de  sorte  que  c'est  un  mouvement  képlérien  altéré  par  l'action  de  la 
fonction  V,  dite  perturbatrice.  Cette  fonction  V  est  la  somme  des 
termes  tels  que 

étendue  à  tous  les  points  M^  M",  . . .,  et  en  outre,  dans  le  cas  où  la 
planète  P  est  la  Terre,  d'un  terme  complémentaire  que  nous  laisserons 
actuellement  de  côté. 

L'étude  de  la  fonction  perturbatrice  revient  donc  à  celle  des 
termes  de  la  forme 

I  ''  TT 

R=  -  —  _cosH, 
en  appelant  A  la  distance  MM'  et  H  Fangie  MOM'. 


4o4  CHAPITRE   XIII. 

C'est  cette  fonction  R  que  l'on  appelle  communément  la  fonction 
perturbatrice,  en  sous-entendant  qu'elle  définit,  au  îdiClenv  f ni  près, 
l'action  de  la  planète  M'  sur  le  mouvement  relatif  de  la  planète  M  par 
rapport  au  Soleil. 

Si  l'on  fait 

Ro=  \>  Ri=— ^cosH, 

de  sorte  que 

R  =  RoH-R,, 

Ro  et  R,  sont  respectivement  la  première  et  la  seconde  partie  de  la 
fonction  perturbatrice  R,  et  l'on  peut  se  borner  à  étudier  la  pre- 
mière partie  Rq,  car,  comme  nous  le  verrons  plus  loin,  la  seconde 
partie  R{  en  dérive  très  simplement.  On  doit  remarquer  que  cette 
première  partie  Rq,  dont  la  définition  est  symétrique  par  rapport  à  M 
et  M',  est  aussi  la  première  partie  de  la  fonction  perturbatrice  R' 
relative  à  l'action  de  la  planète  M  sur  le  mouvement  de  la  planète  M', 

et  dont  la  seconde  partie  Rj  serait ~  cosH. 

Le  problème  actuel  est  donc  l'étude  de  la  fonction 

1  =  ( /^ -H /'a _  2 /■/•' cos H  r 2 , 

et  il  faut  en  chercher  un  développement  qui  permette  d'effectuer 
d'une  façon  simple  l'intégration  des  équations  du  mouvement  de  M, 
qui  dépendent  de  cette  fonction. 

87.  Les  coordonnées  de  M  et  M'  étant  exprimées  à  l'aide  des  élé- 
ments du  mouvement  elliptique  képlérien  osculateur  à  chaque  instant, 
soient  d'abord  v  et  v'  les  longitudes  dans  l'orbite  correspondantes.  Si 
les  inclinaisons  des  deux  orbites  étaient  nulles,  l'angle  H  serait  égal  à 
la  différence  cp  =  ç»  —  ç'\  comme  ces  inclinaisons  sont  fort  petites 
dans  le  cas  des  grosses  planètes,  que  nous  avons  surtout  en  vue,  quand 
le  plan  Oxy  est  voisin  de  celui  de  l'écliptique,  nous  pouvons  poser 

cosH  =  cosco  H — --) 

Ti  étant  une  quantité  toujours  petite. 

On  a  donc 

A2=  D2— rr'r^, 
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en  faisant 

D^  =  r2  _j_  ,.'2  —  g, ,.,.'  cos  cp, 

et  par  suite,  en  développant  en  série  suivant  les  puissances  de  y^, 
T         I         I   rr'  1.3  r^r'î    ^        i.3.5  r^r'^ 

cette  série  est  convergente  pour  y|  suffisamment  petit,  et  notamment, 
quel  que  soit  C5,  pour 


nous  nous  contenterons  d'ailleurs  de  cette  indication,  laissant  de  côté 
dorénavant  toutes  les  questions  de  convergence  théorique,  pour  nous 
borner  à  l'utilisation  des  développements  pratiquement  convergents. 
La  formule  précédente  nous  montre  qu'il  convient  plus  généra- 
lement d'étudier  les  fonctions 

(/•/■'/'~'D-2/>, 

p  prenant  les  valeurs  -,->-» ->♦••• 

Les  excentricités  des  deux  orbites  sont  toujours  petites;  il  j  a  donc 
lieu  de  se  placer  d'abord  dans  le  cas  où  elles  seraient  nulles  :  il  sera 
facile  ensuite  de  tenir  compte  de  leur  existence.  Par  suite,  si  a  et  a' 
sont  les  demi-grands  axes,  et  si  l'on  fait 

d^z=  a'-\-  a'2 —  •>. aa'cosç, 

il  faut  étudier  les  fonctions 

_  1 

{aa'f     ^d'^P 
ou 

aa'  \  P 


Laissons  de  côté  le  fncreiir  et,  désignons  par  a  le  rapport  — 

sj  aa'  ^ 

r 

ou  —  >  suivant  que  l'on  a  a  <<  a'  ou  a  ;>  a']  nous  sommes  ramenés 
finalement  aux  fonctions 

F.=  ( _J )". 

\  I -h  a' — aacosç/ 

Nous  allons  développer  Fp  en  série  de  Fourier  procédant  suivant 
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les  cosinus  des  multiples  de  l'ang^le  o;  ou  plutôt,  en  faisant  ^  =:  e'?, 
suivant  les  puissances  entières  positives  ou  négatives  de  t^  sous  la 
forme 

le  nombre  n  prenant  toutes  les  valeurs  entières  positives  ou  non; 
dans  l'écriture  6^,  le  nombre/?  est  un  indire  supérieur,  et  l'on  a 

b''  —  bi' 

u  II  —  ^    n  5 

de  sorte  qu'il  suffit  de  considérer  les  valeurs  non  négatives  de  n. 

Comme 

I  H- a^ — 2acosç=(i — a?)  (i  ~  a^-i), 

on  voit  que  l'on  peut  écrire  immédiatement 

en  reprenant  la  fonction  KJJ''  définie  au  n^  81,  mais  où  l'on  remplace 
fj  par  a;  par  suite,  en  supposant  /2^o, 


X 


I  .'.>....  n 

P   Al-H^              p(p-+-l)  (/l-4-/))(/H~/?-+-l)^, 

y.    -j-  — - 

I     /l  -h  I                         1.2  ( 


cette  série  est  toujours  convergente,  sous  la  condition  ici  vérifiée 
a  <<  I  ;  pour  ai  =  o,  le  facteur  numérique  qui  précède  la  parenthèse 
doit  être  pris  égal  à  i . 

Ces  nombres  b^l  sont,  à  quelques  différences  près  de  notations, 
les  coefficients  de  Laplace.  Il  est  nécessaire  pour  la  suite  de  con- 
naître non  seulement  ces  coefficients,  mais  encore  leurs  dérivées  suc- 
cessives par  rapport  à  a,  ou  plutôt  par  rapport  à  loga,  en  désignant 
toujours  de  cette  façon  les  logarithmes  hyperboliques;  comme  précé- 
demment, nous  marquerons  ces  dérivées  par  la  caractéristique  D,  en 
supprimant  d'ailleurs  l'indice  a,  de  sorte  que 

6/ 10  g  a  doL 

On  passe  par  suite  de  l'expression  de  6^  donnée  ci-dessus  à  celle 
de  D^ôJ^  en  multipliant  les  termes  de  la  série  (i)  respectivement  par 
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On  a  généralement  besoin  de  connaître  les  différentes  quantités 
D^6'^'  pour  les  plus  petites  valeurs  successives  de  p^  n^  A,  allant  au 

maximum  (sauf  exception)  jusqu'à  p  =^-,  k  =z  -^  —  2/?  +  i ,  ai  =  lo, 

environ.  On  peut  faire  usage  directement  des  séries  (1)  pour  effectuer 
cette  détermination;  mais,  à  moins  que  la  valeur  de  a  ne  soit  suffi- 
samment petite,  ce  procédé  est  d'une  application  difficile,  car  la  con- 
vergence de  ces  séries  est  lente.  11  convient  donc  de  chercher  d'autres 
méthodes  :  mais  avant  d'aborder  ce  sujet,  nous  allons  déterminer  la 
valeur  asjmptotique  de  èj^  lorsque  l'un  des  indices  n  ou  p  augmente 
indéfiniment  par  valeurs  positives. 

Si  d'abord/?  est  fixe,  et  si  l'on  fait  augmenter  ai,  la  valeur  asjmp- 
totique cherchée,  qui  est  celle  de  aLPK.~P'~P  nous  est  donnée  par  le 
n«  81;  c'est 

t b i • 

ce  résultat,  que  la  considération  de  la  série  (i)rend  d'ailleurs  intuitif, 
sera  complété  plus  loin. 

Si  maintenant  on  regarde  Ji  comme  fixe  et  que  l'on  fasse  augmenter 
p  indéfiniment,  la  valeur  asjmptotique  de  6J  va  résulter  de  l'égalité 


dt 


c        ^'^■"^ 


qui  exprime  que  è^  est  le  coefficient  de  t^  dans  le  développement 
de  Yp  suivant  les  puissances  de  t\  l'intégrale  est  prise  suivant  la  cir- 
conférence G  de  rajon  i  qui  a  pour  centre  l'origine  dans  le  plan  de 
la  variable  complexe  t.  Appliquant  la  règle  du  n'^  55  relative  aux 
intégrales  de  cette  forme,  la  fonction  désignée  par  cp  dans  cette  for- 
mule est  ici  F,  et  le  point  i^a)  est  le  point  t^=\\  par  suite  la  valeur 
asjmptotique  cherchée  est  immédiatement 


2  \J  p'^ 


v/a 


2/^-1 


on  remarquera  qu'elle  est  indépendante  de  n. 

Revenons  maintenant  au  calcul  des  ^f^.  D'après  le  n°  81,  on  a 

K-p-p  =  (— 1)«(  I  —  a2)-2/^+i  k;i+^^-i '-''+/'-■% 
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et,  par  suite, 

,  _  gn+p  /?(;?H-l)...(/?-i-/?— l) 

'•■''  "         (i_a2)2/'-i  \.l...n 

X      iH —  —  «2 

L  I  /IH-  1 

i.'i  (n -+- 1)  {n -\- -2)  ~^""J' 

dans  cette  nouvelle  série,  qui  coïncide  avec  la  première  pour  p  =z  -, 
les  termes  sont  tous  positifs  à  partir  d'un  certain  rang,  et  le  rapport 
d'un  terme  au  précédent  tend  toujours  vers  la  limite  a^,  mais  par 
valeurs  croissantes  plus  petites  que  a-,  de  sorte  que  l'on  peut  facile- 
ment définir  l'erreur  commise  en  s'arrêtant  à  un  certain  terme  :  si  Ut 
et  ^2  sont  les  deux  premiers  termes  négligés,  cette  erreur  est  infé- 

rieure  a.  Ut-\ -}  mais  supérieure  a  — 


Hz 


D'une  façon  générale  (sauf  pour/?  1=  -  j,  l'usage  de  la  formule  {%) 

est  plus  avantageux  que  celui  de  la  formule  (i). 

Rappelons-nous  maintenant  que  si  X  et  |ji  désignent  deux  entiers 
positifs  ou  nuls,  on  a  la  formule  élémentaire  d'intégration 


^^0 


[i.3.5...(->.X— i)][i.3.5...(>.;jt  — 1)1 
•>.4.6...(-^X-f-2iJL) 


les  factorielles  qui  perdent  leur  sens  dans  les  cas  particuliers  de 
1  =  0,  u.  =  o,  étant  remplacées  par  l'unité.  On  voit  alors  immédia- 
tement, d'après  le  développement  en  série  de  la  puissance 

(i— a2cos26)p-i, 
que  la  formule  (2)  peut  s'écrire  sous  la  forme 

p^        a»+/^         (4n^-i)(4^^— 9)-»»r4^'-(9/>— 0^] 

^     ^  "         (I  — a2)2,.-i  [l.3.5...(2/?  —  2)]2 

X-    I      (I  —  a2  cos2t|;)/'-i  cos2« -2/j+i  ^  sin^P-^  ^  d'\i, 

en  supposant  toutefois  n^p  —  -,  et  en  remplaçant  le  facteur  numé- 
rique  qui  précède  -  par  l'unité,  quand  on  a/)  =  7- 
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Si  l'on  fait  a-  ==  — '-^^y  on  peut  écrire 

1  —  a- cos2 4^  =  i I  —  y.^)(i  -\-  y.''-&\ni'l ), 
et  par  suite,  dans  les  mêmes  conditions  que  ci-dessus. 
( -i  Ois )       b',:  =      """^^      (4/^^-t)(1/i^-9)---[4/i^-/-^./>->.)^] 


<~    /      (iH- a'«sin2ay)/'-i  cos2«-2/'+i.]>sin2/^-i'i;<:/']^. 


Développant  alors  en  série  la  puissance  (i  +  a'- sin- '!/)/'"' ,  et  rem- 
plaçant les  intégrales  par  leurs  valeurs,  c'est-à-dire  sui^ant  la  marche 
inverse  de  celle  qui  nous  a  donné  la  formule  (3),  on  a 


L  1       n-\-  i  I  .■>.  (  A/  -f- 1  )  (  /i  -f-  -2  ) 


.]: 


et  sur  cette  formule,  évidemment  valable  encore  dans  le  cas  n<^p —  75 

on  voit  avec  évidence  la  \  aleur  asymptotique  de  6JJ  pour  n  très  grand  ; 
et  même  on  a  le  moyen  de  développer  cette  valeur  suivant  les  puis- 
sances de  -  aussi  loin  qu'on  voudra. 
?i  ^ 

La  nouvelle  série  (4)  peut  être  très  avantageuse  pour  le  calcul 
de  6^,  surtout  si  le  nombre  n  est  grand,  puisque  alors  les  premiers 
termes  décroissent  rapidement  :  cette  série  n'est  d'ailleurs  conver- 
gente que  si  l'on  a  a  -  <  i,  C'est-à-dire  a  <  — •  Ce  défaut  de  conver- 

gence  ne  lui  enlève  cependant  pas  nécessairement  ses  avantages  au 
point  de  vue  du  calcul  :  en  effet,  à  partir  d'un  certain  rang,  ses 
termes  sont  alternativement  positifs  et  négatifs,  et  l'erreur  commise 
en  s'arrêtant  à  un  certain  terme  est  inférieure  au  premier  terme 
négligé  et  de   même  signe.  Pour  démontrer  cette  propriété,  il  suffît 

évidemment    (en    supposant  de   nouveau  n^p —  7)    de  constater 

qu'elle  appartient  aussi  au  développement  de  la  fonction 

suivant  la  formule  du  binôme,  même  lorsque  ce  développement  est 
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divergent,  c'est-à-dire  quand  on  a  aJ-  sin-^h  >>  i,  puisque  l'on  passe 
des  termes   Uh  de  ce  développement  à  ceux  de  la  série  (4)  en  effec- 

^  - 

tuant  l'opération   /      u^  f{^)  d'h^   f  {'^)  étant  une  fonction  positive. 

Or,  la  formule  limitée  de  Mac-Laurin  donne 

en  désignant  par  0  un  nombre  positif  inférieur  à  i  ;  si  donc  on 
a  ^  >>  o,  /•  ^  /i  —  I ,  et  que  l'on  désigne  par  9'  un  nombre  analogue 
à  9,  il  vient 

ce    qui   montre    l'exactitude    de   la   proposition   énoncée   ci-dessus, 

quand  on  prend   dans  la  série  (4)   un  nombre  de  termes  supérieur 

dp  —  i. 

Les  formules  (2)  et  (3)  différentiées  suivant  la  caractéristique  D 

conduisent  à  des  résultats  analogues  aux  précédents,  mais  d'une  plus 

grande  complication,   pour  le  calcul  des  quantités  D^  b'/^.  En  nous 

bornant    aux    seules    formules    simples,    on   a    ainsi,    en   supposant 

I 
'^        1 


Db 


5  - 

a-i-  -jbl-i-OL       ^-    /      (I  — a2cos2j;)    -coss^+a,»,^,!^ 


==  ('^  + -  )^)i -I IZ    /      (rH-a'2sin2  6)    '^  cos^^^+^fh d^ 


=  (  '^  +  r  P/i'  ■^- 


5 

2 


I  .  3  ...(•).  Al  -h  I  ) 

(i— a2)^ 

^  1                 1-3          '.                    1.3.3.5  „  1 

Xi ; a  2  -1 a  4  — ... 

|_  2(2/1-1-4)  2.4.(2Al  -t-  4)(2n  -h6)  J 

cette     dernière     série    jouissant    des     mêmes     propriétés    que    les 
séries  (4). 

Les  formules  (3),  (3  bis)  et  leurs  analogues  se  prêtent  très  bien 
au  calcul  de  6J  d'après  les  principes  de  l'interpolation  périodique 
exposés  au  n^  56,  en  particulier  dans  l'exemple  qui  termine  ce 
paragraphe.   On  est  amené  à  calculer  des  intégrales  définies  de  la 
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forme 


ou 


f(^l)  =  (i_a2  cos2j;)-cos2>^t|;sin2lJ-6, 

/i(d^)  =  (i  +  a'2sin2t|;)2cos2>^(l>sin2[J.t|^  =      •^^'^^ 

(i-a2; 


2  i2 


A,  [Ji,  S  étant  des  entiers,  dont  les  deux  premiers  sont  positifs  ou  nuls, 
er  le  troisième  impair  :  il  suffit  d'envisager  l'intégrale  I. 

La  fonction  /{'\i)  est  développable  en  série  de  Fourier,  sous  lu 
forme 

et  l'intégrale  I  est  égale  au  premier  coefiicient  Cq. 

Désignons  par  g  un  entier  positif,  et  faisons  'i^A  =  k  —^  i  k  prenant 

les  valeurs  o,  i,  2,  .•.,.^;  appelons  de  plus  /^  le  nombre  /('}/,),  en 
ayant  soin  dç  le  diviser  par  2  quand  on  a  k  =  o  ou  /.  =  q.  Nous 
savons  que  l'on  a  alors 

de  sorte  que  Fintegrale  1  est  égale  à  la  somme  bien  facile  à  calculer 

-7  fk-,   a^ec  une  erreur  très  voisine  de  — ^(^iq-,  et  par  suite  très 

petite  si  q  est  suffisamment  giand. 

Pour  nous  rendre  compte  plus  exactement  de  la  grandeur  de 
l'erreur  ainsi  commise,  nous  pouvons  calculer  la  valeur  asjmpto- 
tique  du  coefficient  C^  lorsque  k  est  grand,  et  notablement  supérieur 
à  X  et  [JL.  Si  l'on  fait  ::;  =  6^-'^',  ce  coefficient  est  celui  de  s*  dans  le 
développement  suivant  les  puissances  de  ::  de  la  fonction /*('^),  qui 
devient,  en  posant  a  =  sinto, 

.V 

'J         tang2^Y 
cos2*-(i  —  ztang2— j   11 — -y  cos2^t|/ sin2P'tj;, 

La  valeur  asjmptotique  de  Gy^  résultera  donc,  d'après  la  règle 
connue,    de    la    considération    du  point  singulier  5  =  cot-  — 5    pour 
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lequel  on  a  cos^^J;  =:  ^,  et  sera,  toutes  réductions  faites, 

y  ^^ ^ tang2/^  -  cos        2^^. 

Si  d'ailleurs  on  suppose  s  positif,  on  a 

V         2/  1.3... 5 

et  si  l'on  suppose  s  négatif,  égal  à  —  5,  on  a 


■s'  — 1 

2       2 


le  fadeur  de  y  -  élant  l'unité  si  5  = —  i . 

La  formule  (3)  nous  montre  encore  comment  les  6J^  dépendent  des 
intégrales  elliptiques  de  module  égal  à  a.  En  particulier,  si  Ton  fait 
suivant  des  notations  usuelles 


^0     VI  — 

■  a^  cos2 

6 

E 

=    /      d^^i  —  a*cos26 

on  a  immédiatement 

t 
bl  = 

ce' , 

1 
6î  = 

a~ii(K  — E). 

Si  nous  posons  alors 

i 

3  = 

I 

.-{/. 

—  a2 

1 

puis 

<^  =  p  +  2p-i- i5(39+ i5o(3'3  +  . .  ,  j 

on  a,  d'après  des  formules  connues  de  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques, 

H  =  OL^  ( ,;'  Y(FH-  2^*+  2^16-4-.  .  .)2, 

(5)      ;  \I4-Vi  — aV 

rt,  sauf  le  cas  exceptionnel  où  a  serait  très  voisin  de  l'unité,  ces 
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séries    seront    extrêmement    convergentes    :    pour    a  =  0,9,    on    a 
log^  =  T,oioo. 

88.  Quand  il  faut  calculer,  comme  nous  l'avons  dit.  l'ensemble  des 
(|uantités  6JJ  et  D^6^,  il  convient  de  faire  usage  de  relations  de  récur- 
rence, afin  d'éviter  autant  que  possible  le  calcul  direct  répété  pour 
chacune  de  ces  quantités  individuellement. 

On  peut  former  un  nombre  pour  ainsi  dire  illimité  de  pareilles 
iclations  :  nous  allons  tout  d'abord  indiquer  les  principales  d'entre 
elles,  et  nous  montrerons  ensuite  leur  emploi. 

Enfaisant  toujours  t=-e^9^  nous  marquerons  parla  caractéristique  D' 

les  dérivées  prises  par  rapport  à  log^,  de  sorte  que  D=  t-ji  comme 
D  =  a  —  ;  nous  poserons  aussi,  pour  abréger  l'écriture, 


a  = ha,          Y  = a. 

et  l'on  aura 

Dp  3= -Y,         Dy=-^. 

La  relation 

Yp=(<^  —  t  —  t-'^)-p 

donne  immédi 

i  a  te  ment 

(«) 

Fp  =  {^  —  t  —  t'^)¥P+i, 

ib) 

D'{FP)  =  p(t  —  t-i)¥p+i, 

(c) 

D(¥p)  =pyFP-^'^] 

on  en  déduit 

D^(FP)=p{p-hi)y^¥P+'-  —  p^FP-^\ 
D'2(F/0  =p{p-^i)(t  —  t-iy'FP^^-^p(t-i-ihFP+^, 

et  par  suite 

D2(Fp  )  —  D'2(  F/^  —  ip  D'{Fp)  — /?2  Fp  =  4/?-^  "'  F/'^' 

-i-  p(p  -i-  i)[^(^  -  (t  -t-^y]FP+'^-p{p-hi)i[i  -h  t  -i-  t-^)FP^i; 

mais 

fi  -h  ^  -h  <-i 

de  sorte  qu'il  reste  simplement 

(d)  D^-{FP)  —  T>'^-{FP)  —  :ipD'{FP)—p^FP=^p^-t-n<P. 
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Dans  la  relation  (c),  remplaçons  maintenant  Fp  et  1^'/^+'  par  leurs 
développements  V  b^l  V\  "V  h^',^^  t^^  et  égalons  les  coefficients  de  V^ 
dans  les  deux  membres  :  il  vient 

(A)  h<:r  =  ^,\>b':,; 

et  en  différentiant, 

Faisons  de  même  pour  la  relation  (<i),  en  tenant  compte  de  ce  que 
l'on  a  h^^  =  b^,^',  on  obtient 

(Go)  ^'-bf,={n±:pybf:  +  ip^bi:t\, 

ou  plus  généralement,  en  difFérentiant  k  fois, 

(C)  D^-^'^bP  =  ( n±pyW'b';;  -^  /ip'-D^^bf+l. 

Cette  double  formule  conduit  à  écrire 

ce  qui  résulte  d'ailleurs  de  la  relation  (b)  traitée  comme  (d). 

Si  l'on  fait  /i=  i ,  et  que  l'on  change  y>  en  p  —  i,  on  a  ainsi,  en 
tenant  compte  de  (A), 

(E)  ^H-^-^bïl,,=n^bP, 

ainsi  qu'il  résulte  encore  de  l'élimination  de  F/'+'  entre  (b)  et  (c). 
Eliminons  maintenant  F^+'  entre  (a)  et  (6),  ce  qui  donne 

C^  —  t  —  t-i  )'D'Fp=  p{t  —  t-i)FP; 

Il  ^ient,  toujours  de  la  même  façon, 

(  F)  n[i.bjl  =  (n-^p  —  i)bP_i  4- („ —y, -4-1)6;;+,  ; 

changeant  jo  enp  +  i,  et  tenant  compte  de  (A),  ceci  donne  encore 

(G)  n[,DbP  =  {n-^p)BbP_,  +(n-p)DbP+,, 

ce  qui  résulte  aussi  de  la  diiîerentiation  de  (F)^  et  de  la  formule  (E). 
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Enfin,  on  a  d'après  (a),  (^),  (c), 

r  P 

et  par  suite 

(H)  ^mi=^.{n-^p)hl-i{n-p  +  i)hP^, 

la  deuxième  ligne  résultant  du  changement  de  n  en  —  n\  par  suite 
encore,  en  éliminant  èj^, 

(K)       nyDbP  =  {n  ^ p)  {n  ^ p  —  i)br'^_^  —  {n  —  p)  {n  —  p  -\-  \)bP^^. 

Sans  multiplier  davantage  les  relations  de  cette  nature,  observons 
qu'il  est  essentiel  de  n'en  faire  usage,  pour  le  calcul  systématique  des 
quantités  D'^/>J^,  que  sous  la  condition  d'éviter  autant  que  possible 
l'accumulation  des  erreurs,  et  de  n'avoir  à  craindre  aucune  perte  de 
précision  relative;  il  faut  par  suite  rejeter  l'emploi  des  formules  dont 
le  calcul  exige  des  soustractions  dans  lesquelles  le  second  terme  n'est 
pas  beaucoup  plus  petit  que  le  premier,  et  les  réserver  pour  servir  de 
vérification. 

Voici  une  méthode  régulière  que  l'on  peut  suivre  pour  procéder 

d'une  façon  très  sûre  et  très  simple  en  même  temps. 

1  1. 

Supposons  d'abord  connus  les  coefficients  b'^^  etD6^^  :  on  obtient 

1  1 

alors  les  Z>f^  par  la  formule  (A),  puis  les  D-  b'^^  par  la  formule  (Gq),  et 

ensuite  les  D^^^^  par  la  formule  (B). 

En  recommençant  les  mêmes  opérations,  on  peut  déterminer  main- 

-  ^-  -2-  .     . 

tenant  les  è,^,  D-èf^,  D6,^^;  et  ainsi  de  suite. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  appliquer  constamment  la  formule  (G),  dont  le 

calcul  est  remarquablement  simple,   pour  avoir  successivement  les 

D3è;;,D>è^,D^6j, .... 

Les  autres  relations  écrites  ci-dessus  pourront  être  employées  à  des 
vérifications  judicieusement  choisies,  surtout  si  l'on  remarque  qu'il 
est  bien  aisé  de  diff*érentier  plusieurs  fois  suivant  la  caractéristique  D 
un  produit  dont  p  ou  y  est  l'un  des  facteurs. 

Nous  avons  supposé  connus  les  b^  et  D6;  :  il  faut  donc  expliquer 
maintenant  leur  détermination.   Théoriquement,   il  suffirait  de  cal- 
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i  t  *        .        .  .  ^ 

Ciller  bl  el  bi  pour  en  déduire  immédiatement  tous  les  autres  b^  par 
la  relation  (F);  mais  pratiquement,  ce  procédé  est  inutilisable,  car  il 
y  a  perte  Vie  précision  manifeste  à  chaque  opération.  La  même 
observation  s'applique  aux  autres  formules  analogues,  et  il  faut 
chercher  une  autre  méthode. 
Partons  à  cet  effet  de  la  formule 

^2  z=  a""*"  ^  ^    /  "  (  I  —  a-  cos2  tb  r 2  cos2« i\i  d^, 

cas  particulier  de  la  formule  (3)  du  numéro  précédent. 
Si  l'on  fait  comme  plus  haut 

z  =  e^''^,         (i  —  a2  cos2 1];)    2  =  >  c/,^'', 

k  prenant  toutes  les  valeurs  entières  positives    ou  non,    et  si  l'on 
remarque  que 

1      /    }.  ..l\'în 


on  a  manifestement 


JL        1 

3 

^1=    ^(^O+^l), 


^1  =  -3-(3co+  4C1+C2), 


et  généralement,  n  étant  toujours  pris  positif  ou  nul, 
1 

re  -+-  - 
i        a       2 /i  \ 

*«  =  ^7;;=r  ( -G2«co+  c«„'  ci -h  C'a';^' ^^ _j-. . .4-  g|„ c„_i -i-  c„  j , 

en  désignant  comme  précédemment  par  Cf^  les  coefiicients  du  déve- 
loppement de  (i-l-:r)". 

Il  suffirait  donc  de  calculer  les  coefficients  Co,  Cj,  C2,  ...  du  déve- 

_i 
loppement  de  (i  —  a-cos'-'i;)   '■"    en   série    de   Fourier,    comme   nous 

i 
l'avons  vu  au  n*"  56,  pour  avoir  immédiatement  les  b^.  Quelque  simple* 

que  soit  ce  calcul,  il  ne  laisse  pas  de  présenter  des  incionvénients,  et 
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aussi  quelques  incertitudes.  11  est  préférable  de  l'éviter  en  s'appujant 
sur  la  simple  remarque  suivante,  à  laquelle  on  serait  conduit  par 
ailleurs  en  appliquant  la  transformation  bien  connue  de  Landen  aux 

fonctions  b^  considérées  comme  des  intégrales  elliptiques. 

S-  17         c   •  •  o  w  /a     ,    „  oj\2 

1  1  on  tait  a  =:  sino),  et  a,  =  tang^  -  =z  i-  sec^  -  I  j  on  a 

„,        a2    i-i-a? — 2aiCos2tl' 
I  —  a2  cos2  <L  =  -—  ^-! i-  ; 

4  «1  ' 

_i 
donc,  d'après  la  définition  même  des  coefficients  6f,,  on  a,  en  mettant 

en  évidence  la  variable  dont  ils  dépendent. 


Cn=  zH{^-\)7 


y. 


c'est-à-dire 


1 

n 


ou  bien  encore 

(N)        6/^(a)  =  4a       2  — ^ 


X        - 


L  •>.    "  ^  n  -4-  I     ^  '    ^        (  n  +  1  )  ( n  -H  2)    ^  ^    ^ 

n  (  /z  —  I  )  (  ;i  —  2  )        -  A , .  1 

et  en  particulier 

Cette  formule  (N)  est  importante,  d'abord  parce  que  le  nombre  a, 

est   beaucoup   plus    petit  que  a  (pour  a  =  0,8    par   exemple,    on   a 

1 
a,  ==  0,25),  de  sorte  que  le  calcul  direct  des  èfj(a,)  par  la  formule  (i) 

du  numéro  précédent,  soit 

/P^      J/      ^          ^+2-  1.3. ..(2/1-1) 
(P)      62(a,)  =  ai — 

1  .  L\  .    .   .  1  II 

(  «2/1^-1      ,  1.3     (2/H-l)(2Ai  +  3)  \ 

V  2    2  /l  -+-  2       ^  2  .4    i  2  n  +  2  )  (  2  n  +  4  )  / 

devient  extrêmement  facile.  De  plus,  si  l'on  veut  même  éviter  l'emploi 

ANnnvRR  27 
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des  séries,  rien  n'empêche  de  déterminer  7.2  en  fonction  de  ai  comme 

j 
on  a  fait  paur  a,  en  fonction  de  a,  et  de  calculer  d'abord  les  ^^^(a,)  à 

l'aide  des  ^^(«2)  par  la  même  formule  (N);  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à 

ce  que  la  série  (P)  puisse  être  réduite  à  son  premier  terme,  ou,  ce  qui 

suffit  pour  la  simplicité  du  calcul,   à  ses  deux  premiers  termes,  au 

degré  d'approximation  requis.   Enfin,   on  voit  immédiatement  qu'il 

n'y  a  aucune  perte  de  précision  à  craindre,  et  que  le  calcul  est  nota- 

1 
blement   abrégé  du  fait  que  les  ^^a,)  ne  doivent  être  déterminés 

qu'avec  une  même  précision  absolue,  et  non  plus  relative  :  on  peut 

par  suite  vérifier  leur  ensemble  par  les  relations  évidentes 

I  I    1  1  1  -^ 

-  tang  w  =  -bl{<x^)-^  b\  (ai  )  4-  6|  (  a,  )  +  6|  (a,  )  -f- .  .  . , 

i  sinw    =.  ^6l(ai)-6|(ai)  +  6|(ai)-^'î(a,j-+-.... 

1 
Pour  calculer  maintenant  les  D6f^,  remarquons  que  si  l'on  fait 

i  1        1 

la  première  formule  (  4  )  donne 

(Q)  d4=(/^.  +  ^)(4+^^;,^); 

on  obtient  donc  ainsi  dans  les  meilleures  conditions  les  D6,%  si  Ton 

1 
peut  déterminer  les  quantités  toujours  positives  b'f/  avec  la  même  pré- 

1 
cision  relative  que  les  b^  :  or,  pour  cela,  il  suffit  d'écrire,  d'après  la 

formule  (N), 


1 


(R)    b'J  =  ^^^-^  ^•'^•'>'-'(^ri-i) 
n-hi  2. 4. 6... 2/1 

X 


(n  —  1 7  ) /«  (  n  —  1 


(  n  -\-  2  )  (  /i  -h  3  ) 


( n  -h  •-».)  (  /<.  H-  3 )  (  n  -i-  4 

(n  —  3])n(n  —  i)  (n  —  2 ) 

(  /i  H-  •>,  )  (  /i  -t-  3  )  (  /?  -i-  4  )  (  /i  -H  5  ) 


6!(ai)-i-  ... 
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i 

le  premier  facteur  du  numérateur  du  coefficient  de  6^ (a,)  dans  la 
parenthèse  étant,  d'une  façon  générale,  /i  -f- 1  —  2  A"^. 

Les  soustractions  que  peut  exiger  le  calcul  de  ces  formules  ne  sau- 
raient amener  aucune  perte  de  précision,  comme  il  est  facile  de  s'en 

convaincre. 

± 
On  peut  d'ailleurs   ramener  le  calcul  des  ô^  à  celui  des  seules 
1 
quantités  b'I  en  faisant  successivement  usage  de  la  formule 

±  1         i 

Ai  _  ~  A2 A'2 

^//  +  1  —  *^//         ^  /n 

ces  soustractions  n'amenant  encore  aucune  perte  de  précision. 

Enfin,   on  peut    vérifier    et  surtout    abréger   le   calcul   simultané 

des  bl  et  Db^  en  faisant  usage  des  relations  (R)  et  (E),  qui  donnent 
ici 

(S)  {  ^^-4 

d4--,  =D6t+,  h-/it4. 

Mais  il  est  inutile  d'entrer  dans  plus  de  détails;  et  chaque  calcula- 
teur doit  ici,  comme  dans  tous  les  cas  semblables,  adopter  les 
dispositions  qui  lui  conviennent  le  mieux,  suivant  les  circonstances. 

En  supposant  par  exemple  a  =  0,75,  de  sorte  que 

ai  =  [T,3o9i54], 

et  appliquant  les  règles  précédentes,  on  trouve  d'abord  directement, 
ou  par  Tintermédiaire  de  a2=  [ïï, 0264 10], 

4(«i)  =  [î, 659170],         blicci)  =  [4,3363], 

1  1  _ 

b-iioc,)=  [2,669591],         ^i(a,)=  [5,599], 

4(^i)  =  [3,85457],  4(«i]  =  [6,87], 

4(ai)  =  [3,o8^'93],  6f  (a,)  =  [6,  i4]  ; 

puis,   en  calculant  à  six  décimales  pour  n'en  conserver  que  cinq,  et 
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supprimant  l'indication  de  la  variable  a, 


on  a  successivemen 


^ 


6J  =[g,o2'267],  D6^  =  [0,05489],  02^-;  =  [0,57855],  D3^;;  = 

i                                  1                                 i  1 

Oi  =[T, 63905],  D6f  =  [o,o[2i4],  D26f  =  [0,60199],  D^bj^ 

4  =[T, 40441],  D6t=[T, 94480],  D26f=  [0,61244],  03^  = 

bi,  =[T, 20840],  d4  =  [7,86470],  D26|"=  [o, 605-23],  D36|  = 

4  =[T,o3o57j,  D6|"=[T, 77661],.  D2  6|  =  [0,58264],  D^bJ  = 

bî  =[2,8634o],  D^|  =  [f,683oi],  D^^f  =  [0,54757],  D^bJ  = 

bj  =[2,70326],  D6|=  [7,58537],  D2  6|  =  [0,50242],  Ds^f^ 

bl  =[2,54812],  Dèf  =  [T, 48462],  026^ 

4  =[2,39673],  D6|=[T,38i4i],  02  61 

4  =[2,24825],  d4=[T, 27619]. 

^î'o  =  [2,10209]. 


=  [0,44907],        D3è2  = 


=  [0,38896 


•,42468], 
1,43366], 
1,45137], 

«,46844], 
1,47865], 

1,47994], 

i>47i9i], 
1,45502]. 


D'*bl  =  [2,44462],  \)-bi  =  [3,588x4],  06^2  =  [4,82833],     D-^^  =  [6,i4765], 

D*6y=  [2,44764],  D5  6')"=  [3,58962],  D'-'6f=  [4,82928],     0^62"=  [6,14824], 

1                                 i  1  i 

D46|  =  [2.45734],  Do^l  =  [3,59448],  D662  =  [4,832o3],     D-^l  ^  [6,15007], 

D4èf=  [2,47202],  D5èî=  [3,6o3i2],  D64=  [4,837o3],     D"6f  =  [6,i5325]. 

Dvè|  =  [2,48840],  Ds6t=[3,6i5i9],  D^^l  =  [4,8445i]. 

D^èf  =  [2,5o323],  0^4  =  [3,62951]. 

D*6|  =  [2,5i4o6]. 
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3  3  à 


^2 

^0 


b\ 


^2 


bl 


H 


Z>2 
^5 


3. 


3. 


0,59000],     Y)bl  = 

o,54726],     d4  = 

3 
0,47991],     Dbi  = 

0,39981],  d4= 

0,31172],     D6|  = 

o,>i8i>],     Dbï  = 

3. 
o,i>o/,8],     D62  = 

3_ 

0.01978],     D6"^  = 

3^ 
Ï.9i6r)],     Dbl  = 

T,8ii3o  J. 


D^bl 


K 


bl  = 


5 

bi  = 


5 

5 
b  = 


f>î 


D*6f 


D4èi 


D4  6| 
D*èf 


D^bl 


,487-3-2],  D6|  = 

,478o>],  06^-  = 

,45296],  Dbi  = 

,4i558],  d4  = 

,36838].  D6f  = 

,3i323],  Dèt  = 

5 

,25:56],  D6^  = 

,18444],  d4  = 
,11271]. 


[1,42953 
[i  ,4->.oo3 

[1,39497 
[1,35759 
[i,3io39 
[i  ,25524 
[1,19357 
[i ,  12645 
[1,05472 


[4,82878], 
^[4,82789], 

:[4,825l5j, 

=  [4,82042], 

:[4,8i344], 
:  [4,80393]. 

[2,63241 
[2,62780 
[2,61428 
[2,59253 
[2, 5633 I 
[2,^2740 
[2,48552 
[2, 43831 


D^b-  = 


D^bi  = 
D-^bi  = 


D^-bl  = 


D^bl  = 


ir-bi  = 

0^4  = 


D^b'j  = 


2,44609] 
•i,443i4] 
•2,43347] 
2,41670] 

•2,39<»94] 
2,36255] 

2,32604] 
2,28393] 


V>.i 
D36f  =  [3,58886] 


D36f  =  [3,58739] 
D3  6j=  [3,58274] 
D34- [3,57450] 
D^6J=  [3,56224] 
D36f=  [3,54570] 
D34=  [3,52473] 


Doèf=  [6,14794], 
D56f  =  [6,14735], 
Ds6t  =  [6,14554], 
Do4  =  [6,14245], 
D^bJ  =  [6,i38oo]. 


D26i  =  [3,87319],  T)^bl 

D26f  =  [3,87047],  D3èf 

5  5 

D^bï=  [3, 86230],  D3è| 

D26|  =  [3,84877],  D36t 

D2  6|  =  [3,83ooo],  D3  6| 

02^1=  [3,80620],  D3è| 

02^  =  [3,77762]. 


[5,19280], 
[5,19100], 
[5, i8556], 
[5,17648], 
[5, 16375], 
[5,14738]. 
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bt  = 

[•2,46855], 

d4  = 

[3,79o38], 

b^  = 

^->o46394J, 

Dbt  = 

[3,78733], 

bt  = 

;?.,45oî?.]. 

Dbi  = 

[3,77826], 

4  =  ! 

;2, 4-2867], 

m= 

[3,76336], 

bl  =  [ 

2,39945], 

T)bl  = 

[3,74288], 

bi=[ 

2,36354], 

m  = 

[3,71714], 

4=[ 

•2,32166], 

d4  = 

[3,68648]. 

bi  =  [ 

2,27446]. 

89.  Indiquons  encore  un  autre  mode  de  calcul,  applicable  surtout 
dans  le  cas  où  l'on  ne  cherche  que  les  valeurs  des  coefficients  6^, 
les  DJ^  étant  inutiles.;  il  serait  facile  d'ailleurs,  dans  ce  cas,  de  modifier 

la  méthode  précédente  de  façon  à  éviter  les  opérations  superflues. 

1         1 
On  déterminera  d'abord  bl  et  b\   comme  plus    haut,    par   les  for- 
mules (5)  du  n*'  87,  ou  encore  par  les  formules 

4(a)  =  2a"2  4(aO, 

4(a)  =  «H4(«i)+4(«i)l, 

réitérées  si  l'on  veut,  en  introduisant  aa,  a3,  ...  jusqu'à  ce  que  l'on 
ait  sans  erreur  appréciable 

1.  1  1  il 


le  carré  de  ol,i  étant  négligeable  devant  l'unité,  au  degré  d'approxi- 
mation requis. 

On  aura  ensuite,  pour  p^  -,  -,  -,  ...,   d'après  les  relations  (A) 

et(H), 

py^b'i^'=iphP^^(p-i)bP, 

et  ces  formides  sont  toujours  sans  inconvénients,  même  pour/?  =  -• 
Pour  calculer  maintenant  les  autres  coefficients  de  ^C  b^. ^(^ 
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servons-nous  de  la  relation  (F);  en  faisant 

elle  donne 

I    __  n^  n  —  p  -^  i     p 

Â^  ~  n-\-  p  —  i  ~~  n  -+-  p  —  i   '"^*  ' 


si  donc  on  connaît  AJ^,  on  a  successivement  par  les  opérations  les 
plus  simples,  en  remplaçant  7i  par  71  —  1,  n  —  2,  ...,  2,  i,  les  valeurs 
(les  rapports  /rj^^^,  f^^n-=ii  "••>  ^2'  '^  n  s^n^  perte  de  précision;  comme 
d'ailleurs  on  connaît  directement  /r^,  on  aura  une  vérification  du 
calcul  tout  entier,  et  l'on  obtiendra  finalement 

AP  _  iJi  up  uP  _  r.P  I.P 

11  ne  reste  plus  qu'à  chercher  Af^;  la  formule  précédente  permet  de 
mettre  ce  rapport  sous  la  forme  d'une  fraction  continue  évidente, 
mais  peu  convergente;  il  vaut  mieux  se  servir  d'une  transformation 
due  à  Gauss. 

Soit  la  fonction  h jpergéom étriqué 

„.       ,  ^  a.b  a{a-^  \).b{b -\- \)     ^ 

Y  (a,  h,  c,  x)  =i-\ .r  h — ^ — r — -x^-^ . .  ., 

^      '  I.C  I  .-2.0(0  -hl) 

la  série  du  second  membre  étant  convergente  sous  la  condition  |  .r  |  <<  i . 
On  vérifie  immédiatement  l'identité 

F  (a,  è  -h  I,  c-H  I,  x)  =  F  (a,  b,c.x)-\ ^  xFUt-\-  \,  6-hi,  c  -+■  1.  x), 

qui  peut  s'écrire  sous  la  forme 

F(rt,  6  -+- 1,  c  -h  I,  a?)  1 


F(a,  è,  0,  a?)  a{c  —  b)     F(«-+-i.  b  -\-i.  cH-2,a?)' 

c{c-r-\)  F(a,  6 -h  I,  c -+-I,  ^) 

d'après  la  symétrie  de  la  fonction  F(a,  6,  c,  x)  par  rapport  à  a  et  6, 
on  a  donc  encore 

F(a  +  i,  6-i-i,  c-f-2,  x) 
F  {a,  6  "4-  I,  c  -f- 1,  X) 


(6-i-i)(c  —  a  +  i)     F(a-hi,  6  +  2,  c-\-^,x)' 
^  (c  -hi)(c-4-  1)         F(a +  1,  6 -f- I,  c  + 2,  .r) 
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continuant  de  même,  il  vient 

f{a,  b,  c,  x)  ~ 


I  — 


r  — 


I  — 


avec 


_  ajc  —  b)  ^           -^  ^  _  (^,-4-i)(c-a+0 

^-     C(C  +  1)        '  (C  +  l)(c  +  2)              ' 

,       (g  H-  i)  (c  — ^  -+-  i)  ,  _  (6  +  2)  (c  —  g  +  2) 

^  -  ~    (c  +  2)(c  +  3)      ^'  '  ""       (c  +  3)(c  +  4)      '^' 

,       (g-T-2)(c-6  +  2)  ,_  (64-3)(c-a-4-3) 


Or  on  a 


&;;  =  .'>*pP^P  ^'^■■■^P^"-''>Fip,n+p,  «  +  ,,  .^); 


il  en  résulte  donc 


H  = 


n-\-  p  —  \ 

-  a 

n 

I               ^ 

5 

■  -.  ^ 


5 
I 


avec 


9 
q' 

n  (  /i    -+r  I  )           ' 

_    {l-^p){'2-p)    ^^ 

(  n  -h  2  )  (  /<  -h  3  )       ' 

_  (n-^p)(n  —  p^i)    2 
~        (/?  H-  I)(7Î  H-  2)        '  ' 

5'  =  {n^p-\-i){?i—p-^i)  ^2 
(n-i-  3j  (n  +  4)  ■ 


Le  calcul  de  cette  fraction  continue  est  simple  et  rapide,  surtout 

P 
si  n  a  une  valeur  notable;  désignant  les  réduites  successives  par  ^> 
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p         p 

^^,^;,  ...ona 

n^p  —  I 

Pi= ^ «,        Qi  =  i, 

P3=P2-5P,,  Q3=Q,_5Q„ 

P4=P3-^'P2,  QV=Q3-9'Q2, 


et  l'on  continue  jusqu'au  moment  où  deux  réduites  consécutives  sont 
égales  au  degré  d'approximation  que  l'on  veut  obtenir;  ce  moment  se 
manifeste  de  lui-même  si  l'on  fait  usage  des  logarithmes  de  soustrac- 
tion pour  effectuer  le  calcul  des  P„,  Q,,. 

3 
Si,  par  exemple,  on  faitp  i=  --  •  ti  =  q,  a  ^  o?"^,  on  a 

Pi=  -^a,  ^  =  — a2, 

i8  ^         18.20 


,         1.5 


17' 

,21 

20, 

,22 

19 

.23 

22.24  24. '^6 

et  ceci  suffit  pour  trouver  exactement 

4=[î,89478J. 

90.  Nous  venons  d'obtenir  le  développement  de  la  fonction  per- 
turbatrice dans  le  cas  où  l'on  néglige  à  la  fois  les  inclinaisons  et  les 
excentricités  des  deux  orbites.  Il  faut  tenir  compte  maintenant  de 
ces  quantités  supposées  petites. 

Déterminons  d'abord  la  quantité  't\  égale  à  2(cosH  —  coscp), 
H  étant  l'angle  MOM',  tandis  que  cp  est  la  différence  v  —  k>'  des  lon- 
gitudes dans  l'orbite.  Si  y  ety'  sont  les  inclinaisons  des  deux  orbites 
sur  le  plan  fondamental  des  xy^  8  et  B'  les  longitudes  des  nœuds 
ascendants,  les  cosinus  directeurs  de  la  droite  OM  s'écrivent  sans 
peine  sous  la  forme 

cos2^  cosp  +  sin2^cos(p  —  26),      cos^  -^siiip  —  sin^  ^sin((^  —  2O), 
2  22  2 

Sîn/sin(p  —  6), 
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et  par  suite,  il  vient 

In  =  (  —  siïi^  L  —  sin2  J-  4-  sin^  ^sinsi- )  cos(p  —  v') 

9.  V     .  -^  2  9.  *?.  / 

-4-  sin2  =^sin*  ^cos(p  —  p'—  iO  H- 2  0') 

•2  2 


-I-  sin2  -^^  cos2  Z_cos(p  -H  c''—  2O)  -h  sin^  ^^  cos^  ^  cos(ç'  h-  c'—  2O') 
22  22 


:^  cos2  Z_cos(p  -H  c''—  2O)  -h  sin2  :^  cos2^ 

2  2  2  2 

-  sin'ysiny' cos(p—  t^'—  0  -^  0') —  -  sin/ sin /' cosfp  -^  v'  —  0  —  6') 


Faisons  alors 


Y  =  2sin  — )  Y'=2sin  — j 

'  «A  '  2 


pu 


18 


yi^iy^-'-e,  Y2=iye'9,  y',  =  1  y' e-'9',  V,=  h' e'^\ 

Zt  -^  ^  ** 


<^i  =  TiT^^cos-^cos^  +  yiy'o  +  TsT'i  j  —  T1T2  — TW2' 
<72=  Tst'i  Ucos=^cos^  +TiT2  +  T2T'iJ  —  T1T2  — T'jTo' 
<^'i=— TiT'»  (^«os^^cos^  +yiy'2  +  y2y',  j  -+-    y?    -+-    y',-, 


2  =  — T2T2  (2  cos  -cos  —  -h  Y1Y2+  Tîï'i  )  -^    T2 


(T.,  = 


T^ 


on  a 


D'ailleurs 

2Cos^ct)s^  +yiy'2  +  y2T',  =  2  -  (ïi- ï'i)  (T2- T2  )  -  7  ^TiT2  -  ï'i  T2  )' 

—  g  (ïi T2-^-  t',  i-i  )  ( Ti  T2  —  Y.  T2 )--+-•••, 

de  sorte  que  c,,  o-q,  o-'j,  o-'^  sont  aisément  développables  suivant  les 
puissances  de  y,,  Va,  y'j,  y'^  5  ^^^  ^^^^  dépassant  pas  le  quatrième  ordre, 
on  peut  écrire 

<7i  =  (Ti— t',)T2— Ti(T2— T2)  — TiT2(Ti— Tj)(ï2— T2»-^-.-, 
(6)       l  ''2  =  (T2— T2)t'«-T2(Ti  — y'i)  — T2TWT1  — t'.)(T2-T2)-^---, 
^\  =  (Ti  -  t'i  )^+  Tiï'.  (Ti  -  t'.)  (T2-  T2)  +. . ., 

<^2  =  (T2-  T2)'+  T2T2(Ti  -  T'.)  (T2-  T2)  +.  .  .  . 
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En  développant  les  puissances  de  r,,  et  portant  leurs  valeurs  dans 
l'expression  de  v  donnée  au  commencement  du  n''  87,  il  vient  immé- 
diatement, en  négligeant  toujours  les  excentricités,  et  désignant  par  « 
un  entier  quelconque,  par  q^^  q<^^  q\^  q'^  quatre  entiers  positifs  ou 
nuls  dont  la  somme  est  q^ 

I  V7I         1.3...  ('2  7   l)  ,,       ,,       'n'     'n'  U'I-^Ï 

\J  aa  ^^^  2  ' .  y  1 .  y  2  •  </  1  •  72 

bien  entendu,  le  facteur  numérique  qui  figure  dans  cette  formule  est 
égal  à  l'unité  pour  q  =:  o. 

Remplaçons  /i  +  ^i  —  q2  par  5,  q\  —  q'^  par  q' ^  de  sorte  que  s  et  q' 
sont  encore  deux  entiers  quelconques;  puis,  sous  les  conditions 
que  ^,,  ^2j  (j'x-i  ^2  soient  des  entiers  non  négatifs,  vérifiant  les  rela- 
tions 

^1  +  ^2  4-  g\  +  q\  =  q,  q\  —  q'^  =  q\ 

posons 

^^^  '        jLào/l.q,\q^\q\\q'^r^^^^^^^"s-q,-^q,^ 

nous  avons  plus  simplement 

s/ aa  ^^ 

les  fonctions  Bf ,  déterminées  par  les  deux  indices  s  et  q.,  dépendent 
de  a-,,  0-2,  c'j,  o-'^,  c'est-à-dire  des  inclinaisons  et  des  longitudes  des 
nœuds  ascendants,  et  sont  en  outre  des  fonctions  linéaires  et  homo- 
gènes des  coefficients  de  Laplace,  6J^. 

Il  reste  à  tenir  compte  des  excentricités,  c'est-à-dire  à  remplacer  a 

1  . 

par  r  et  a'  par  r'  dans  les  facteurs  "7=^,  et  h''.  Mais,  comme  il  con- 

^  ^  ^  aa  "■  ^ 

vient  encore  d'introduire  partout  les  longitudes  moyennes  /  et  i'  des 

deux  planètes,  il  faut  en  outre  exprimer  /•  et  v  en  fonction  de  /,  ainsi 

que  /•'  et  v'  en  fonction  de  /'. 

i       ,    _  i 
En  premier  lieu,  -L=  devient  -L=  (-\    '  ( -)    ';  le  coefficient  6^ 

est  ensuite  une  fonction  du  rapport  a,  de  sorte  que  dans  l'hypothèse 
a  <^a' ^  il  devient  quand  on  y  remplace  a  par  /•,  a'  par  /*',   d'après  la 
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formule  de  Tajlor, 

\K-^ '     'og  -  -     H (log-  -      -4-..., 

le  signe  de  différentiation  D  ayant  toujours  le  sens  défini  précédem- 
ment. 
Ce  résultat  peut  s'écrire  symboliquement  sous  la  forme 


."-(-). ^  o„  i^isr^'^- 


en  convenant  simplement  de  développer  suivant  les  puissances  de  D, 
et  de  remplacer  le  produit  D^X  6^  par  la  dérivée  Xy^b^. 

Dans  l'hypothèse  contraire  a  ^  a',  on  aurait  évidemment  le  même 
résultat,  à  la  seule  condition  de  changer  D  en  —  D;  sous  le  bénéfice 
de  cette  observation  faite  une  fois  pour  toutes,  nous  continuerons, 
dans  ce  qui  suit,  à  supposer  a  <  a' . 

Reprenant  les  notations  du  Chapitre  précédent,  marquées  d'un 
accent  quand  elles  s'appliquent  à  la  planète  M',  nous  avons  mainte- 
nant i'  zzz  /  -f-  (v  —  g^  ou  e^^:=  -  e'';  posant  donc 


X 

l^eii  \'=ei''. 


il  vient 

(8)  Ro  /^zzrV  X*-+'7'X'--^+'/' Af  Bf 


avec 

et  l'on  est  ainsi  ramené  aux  fonctions  telles  que  (-  )^  [-)'  étudiées 
au  n«83. 

En  désignant  toujours  par  e,  s' les  excentricités  des  deux  planètes, 
par  nr  et  tc'  les  longitudes  de  leurs  périhélies,  soit 

£       .  e  s'  e' 

Êi  =  -  e-'^,         £2  =  -  e^^,         £',  =  —  e-'^',         z'^  =  -  e^^\ 

de  sorte  que 
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faisons  encore 


I>  -  -,  '  cr 

-I)-l,a 

V            2          XT 

X  ,         -      =  N'^      ; 

''   l'i^Pi                "    /^./'a' 

Pu  Pi                         Pup'i' 

on  a  finalement,   toujours  d'après  le  n'*  83,  et  en  désignant  par/j,, 
p^i  />', ,  p'^  des  entiers  non  négatifs  quelconques, 

La  formule  (8)  donne  de  la  façon  la  plus  simple,  en  séparant 
nettement  reflet  des  excentricités  et  celui  des  inclinaisons,  le 
développement  de  la  fonction  perturbatrice;  son  principe  est  dû 
à  Newcomb. 

Les  quantités  NT,  „, ,  N.f^  et  leurs  produits  sont  les  opérateurs 
de  Newcomb;  il  ne  reste  plus  qu'à  les  déterminer  comme  nous  avons 
vu  au  n°  83,  en  les  développant  suivant  les  puissances  de  D.  Les 
formules  de  récurrence  données  précédemment  d'après  M.  H.  v.  Zeipel 
deviennent  ici 

H- (^4=-  + 5/,, -/),- ^  -  d)  m;;,.,  „^_, 


l-  4a  -/<,  +  5/),-  ;  -  u)  lN,T,-,,,,,-i 


d'ailleurs 


et  les  opérateurs  N'  se  déduisent  des  N  par  le  simple  changement 
deD  en  —  D. 

En  remplaçant  x^^  ^2,  •••  par  leurs  valeurs  £,).,  £2^^"  S  •••  et  aussi 
C7<,  0-2,  o-j,  o-g  par  leurs  développements  (6),  la  fonction  Rq  y/aa' 
apparaît  encore  comme  une  série  de  la  forme 

( .  o  )  R„  v/^ = 2  A  X'  >-■-■  ^":  ^''î  ^r'  =T'-i",'  ï?  Y  ,'■■'  t;"'  ; 
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dans  celte  formule,  s  et  s'  sont  des  entiers  quelconques;  /?<,  pa, 
y/,  yo'j,  ;-,,  /-o,  7^'j,  J\  sont  des  entiers  non  négatifs,  et  la  somme 
P^  4_  /.g-f-  r')+  /-g  est  paire,  d'après  la  nature  des  développements  (6)  ; 
enfin,  les  coefficients  A  sont  des  fonctions  linéaires  et  homogènes 
des  D^6^,  c'est-à-dire  encore  des  fonctions  du  rapport  a. 
On  voit  immédiatement  que  l'on  a 


s-^s'  =  P\  —  pi-\-p\  —p'ï  H-  /-i  —  ra -h  r\ 


25 


et  au  surplus  cette  relation  est  nécessaire  a  pj^iori;  si  en  effet  on 
recule  l'origine  des  longitudes  dans  le  plan  fondamental  d'un  angle 
arbitraire  to,  le  terme  ci-dessus  de  Rq  \/'aa'  est  multiplié  par 


ei^ys+s'—p^+p^—p[+p'^-i\-¥r^-r[-irr'l^ 


et  ce  facteur  doit  être  égal  à  l'unité,  puisque  Rq  ne  change  pas. 

Comme  le  degré  total  du  terme  considéré  de  Ro  par  rapport  aux 
quantités  £,,  £2,  £,,  £3,  yi,  y2,  y'^,  y^,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
£,  £',  y,  y',  est  égal  à  /?<  + />2  4-/i -hX  + /"i -h/'2  + ''i  + 'V 
on  voit  encore  que  ce  degré  est  au  moins  égal  à  la  valeur  absolue 
de  5  +  5'  et  toujours  de  même  parité. 

La  fonction  Rq  étant  réelle,  s'écrira  bien  facilement  sous  forme 
réelle;  les  termes  de  la  formule  (10)  sont  ou  bien  réels,  ou  bien 
conjugués  deux  à  deux,  et  l'on  a  aussi,  sous  forme  symétrique 
réelle, 

X  cos[5/  -t-  s' l'-h  (p2~  Pi)Tn  -h  (/>2  —  p\)w' 
+  (/•.- /'i)Ô  -+-(/■;- z-'i) 6']; 

les  quatre  nombres  /%  -h  r.>,  r\  +  r'^,  r^  —  r,,  r'.,  —  r\  sont  de  même 
parité. 

Pour  avoir  le  développement  de  la  fonction  perturbatrice  com- 
plète R,   il  faut   ajoutera  R^    la   partie    complémentaire   R|,  égale 

à r„cosH;   en  écrivant  R,   sous  la  forme ^(-:)   cosH,   on 

voit  immédiatement  que  le  développement  de  R  sera  le  développe- 
ment même  de  Rq,   sous  la  simple  condition  de  diminuer  les  coeffi- 
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cients  zD^b'i^  et  D^6J  de  la  quantité 

suivant  que  l'on  a  «  <;  a'  ou  a  ^  a'. 

Toutefois,  il  peut  être  préférable,  à  divers  points  de  vue,  d'avoir 
séparément  le  développement  de  R, .  D'après  ce  que  nous  venons  de 
dire,  ou  mieux  directement,  on  a 

+  (1  +  a,)x-ix'x;;-U-;%\  +  a^x-iX'-ix^'-^x;;;!',;:^]; 

d'ailleurs,  d'après  le  n°  83, 


XJ:i  = 

h 

xi:J  = 

3 
-» 

2 

Xi'i  — 

•^3,0  — 

8 
3' 

^*'^^      2i    ' 
24 

XÎ,'J- 

I, 

xî:{  =  ~ 

2, 

xi:î  = 

-3, 

Xl;î=-6, 

xj:i=- 

-3, 

^h]l  = 

I 

—  > 
2 

X5a= 

I 
3"' 

X^'i  —  —  -, 

-^1,3-       3> 

3 

^^0,4-       0' 

De  plus,   comme  on  l'a  déjà  remarqué  vers  la  fin  du  n'*  81,  les 
équations  du  mouvement  elliptique  donnent 


D|.,  (  '- 

il  vient  donc,  sans  autre  calcul, 

PuPt=\P^  —  Pi  +  ^r^PuP'.^ 

en  particulier,  tous  les  coefficients  X^j'*^^^?  pour  lesquels  on  a 
p^  — 7^2+1  =  ^^1  sont  nuls,  et  il  en  résulte  qu'aucun  terme  du  déve- 
loppement de  R,,  sous  la  forme  (10),  ne  peut  être  indépendant  de  )/. 
On  doit  encore  faire  l'observation  suivante  sur  ce  développement, 
qui  jouit  par  ailleurs  des  propriétés  générales  de  celui  de  R^  :   si  on 
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l'ordonne  sous  la  forme  (lo),  on  a 
et  par  suit^ 

le  degré  du  coefficient  de  >/X^',  par  rapport  à  £  et  e',  est  donc  au  moins 
égal  à  I  5  I  +  I  5' I  —  2,  et  toujours  de  même  parité. 

91.  Écrivons  explicitement  le  développement  de  Rq,  en  ne  dépassant 
pas  le  quatrième  degré  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinai- 
sons, c'est-à-dire  par  rapport  aux  quantités  £,£',  v,  y'. 

La  formule  (8)  donne  d'abord 


R,  v/;^  =  y  [XO/-^  A,9  B»  -i-  \s+i  x'-s+i  Aj  B]  -H  X^-i  X'--^-i  Aj'  B7I 

+  X-'+2X'-.-+2  A2  B|  +  X-^--2X'-^--2  A72  B72 


avec 


204 
B2        B~2        3     3 

(t;2      (j'22      ^"-s--^---' 


Avant  d'écrire  les  fonctions  AJ",  définissons  d'abord  un  groupe 
simple  formé  de  trois  substitutions  S,  S',  S'  de  la  façon  suivante  : 
1°  la  substitutions  correspond  à  l'échange  des  rôles  joués  par  les 
deux  planètes  et  consiste  à  permuter  x^  avec  a:\,  x^  avec  x\^  en  même 
temps  que  l'on  change  les  signes  de  5  et  de  D  ;  2"  la  substitution  S' 
correspond  au  remplacement  d'un  terme  par  son  conjugué,  et  consiste 
à  permuter  x^  avec  x^^  x\  avec  x\^  en  même  temps  que  l'on  change 
le  signe  de  5;  3*^  la  substitution  S",  produit  des  deuxprécédentes, 
consiste  à  permuter  x^  avec  x'^^  x^  avec  x' ^^  en  même  temps  que  l'on 
change  le  signe  de  D. 

Il  est  clair  que  la  substitution  S  laisse  invariantes  les  fonctions  AJ', 
tandis  que  les  substitutions  S'  et  S"  changent  AJ'  en  Aj'^',  et  en  par- 
ticulier laissent  invariante  la  fonction  A^. 

En  premier  lieu,  il  suffit  donc  d'écrire  les  fonctions  A^.,  Aj,  Af ,  ..., 
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puisque  l'on  déduira  Aj',  A'^,  ...  de  Aj,  AJ,  ...  par  application  de 
la  substitution  S'  ou  S". 

D'autre  part,  il  suffît  de  donner  certains  termes  de  AJ,  A^%  A',  ..., 
les  termes  qui  manquent  se  déduisant  de  ceux  qui  sont  écrits  par 
application  de  la  substitution  S  quand  il  s'agit  de  A],  A^,  ...,  et  par 
application  des  trois  substitutions  S,  S,  S",  quand  il  s'agit  de  A"  ; 
bien  entendu,  on  ne  doit  pas  redoubler  les  termes  qui  resteraient 
ainsi  invariants. 

Dans  ces  conditions,  on  a  simplement 

A«  =  I  -f-  X,  N'1,0  -+-  ^f  Nlo+  ^i^2N^,i  -h  x,x\  N^.o  ^'îf^  +  ^1^2  Ni,oN'o-l 
-H  x\  x'^  N|,oN'o7Î  +  x,x^x\  ^\,,^\-% 

_L_   /y*  N*          -1-   'tS   'T     \-^         -1-    '^2  T^  ^S 

— T—  »t/  j  il  ^   Q  — t—  ./,  j  a-  2  ''3.1     i^  "^  1  •*'  2  ^  '  2  )  2 

H-  ^ja^jIN'jQ  lMjQ-t-a7j^2  ^"3,0  ^  0,1~'~'^Ï  ^^2^  l  ^  2,1  '^  1  ,'o~^'^l'^2'^8  ^^2.1^0,1 

i     ^2  ^'2  1V5       W  -^  -A-  -^2  't'   -r'-  IV-^       N'^'S 

— r~  X 1  X  ^        20       02  "^  X  \  X^X  ^  X 1^  i.^'^    l-"-'),! 
-+- ••••      • , 

Ai  =  I  +  X,  N;tJ  +-  X.,  W^'J  -+-  x\  N-^+J  -hXiXi N\\î  +  r |  N^^+J 

-^x,x\  Nl\'  N;X *  -^  ^1  ^'2  N-lto'  I^ o:r *  -+-  ^2 ^'2  N^t/  N'o;^'  +  •  •  • , 

A|  =  I  -h . . . , 


Les  expressions  des  opérateurs  nécessaires  sont  d'ailleurs 

N^.   0=  25'+   ^54-1  —  (25-h2)DH-  1D2, 


2  «  ^  '2 


N^,  ^  =—452—  i  4-D2, 
4 


N*,l  =  —  453—  65'—  25  — -^  +  (252+     -   *  ^-      ^      )^"^    (^"^  j)^^—^^'' 


ANDOYER 


28 


434  CHAPITRE  xin. 

2    ,        17    ,       385    „       265  i553        /4    ,  «73  25i\^ 

*'"       3  3  24  16  384         \3  4  24  / 

N|  j  =  45*—  ii^î—  l5  4-  /2524_  1)  D  +  l—is''^  l\  D2  — D3+  Id*, 
4  04        \  4/  \  0/  4 


En  ne  portant  pas  l'approximation  plus  loin  que  le  troisième  degré 
par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons,  on  a  donc  d'une 
façon  plus  explicite 

+  371^72    [—452—  y    +0^1 

-h^i.r;—4;s2_^  1+4^0  — DM 
+  :riiF'2      4^2  +  25  -4-  i  —  D2 

+  O;?  ^2  [-45=^-652-  25  --i^^    ^252+   ^5  4-   ^)d    4-    (s  +  j\d^—    ~  dA 

+  x\x\  F-  4^3-652+  -L  +  /652H-  i^  5  -  M  D  -  ^35  +  ^  j  D2+  1  D3I 

4-^f ^;  [^453+  852+  z^+  Z  _  (252+  ^5  +  M  D  -  (^5-+-  ^)  "'+  ^H 

■^XiX^x\      853—  252+    -5—   i—  /452+i  jD  +  Z"—  25-h  -)d«-4-D31 


A]  =  1  +  a:,  (  25  ■+-  -  —  D  )   +  ^To  (  —  25  —  -   —  D 
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Envisageons  encore  spécialement  la  partie  séculaire  Roo  àe  Rq, 
c'est-à-dire  la  partie  du  développement  de  Rq  sous  la  forme  (9)  qui 
est  indépendante  des  longitudes  moyennes,  ou  encore  de  X  et  \' .  On 
a  immédiatement,  d'après  le  dévelop{>ement  général,  et  en  écrivant 
cette  fois  tous  les  termes  : 

R,,  y/^'  =  (i  +  eiEjN?,!  H-  t\  £'2  N;«,  +  e|  tl  N»,^  +  £1^2  e',  £'2  ^li'^W  +  £?  £?  N'^.,  +.  ..)B}) 

+  ( NE,2  N'^;!  +. . .)  (s?  4'  B«2  +  £i  £?  Bo  )  + .  . . 
+  (Ni,iNV,i-i-. ..)(£!<  Bô^-h£2e',  Bi) 
ï  +(Ni,  +  ...)(£f  Bil  +  ei  B}) 

+  (N'0^.2 +...)(£?  B7^  +  e'2Bi^)- 


On  a  d'ailleurs 


i       ^»         ,.«    .„.        /      I 


N»,i  =  N;%=—  7  +  D2,         NO,iN'iO<=  /—  -  +D2 


4 


4 


No,,=  (_i  +  D^Wl|-DHHiDM, 


4 


16  4 


nj,,nv,s  =  n},,n;',,  =  |-o 

Ni,2lN',-,J=(2-D=)(|-D+iD« 
NJ.,N'.,i=(|-D>)(|  +  D+iD»), 
N5.Ni:S=i(|-D.)(f-D»), 


En  profitant   de   la  relation  (C»)   du  n»  88,  qui  donne  en  par- 
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ticulier 


D^- 1)4=4,  (d^- 1)4-94, 

Q    N        i  1  /  I  \        3  5 

25  \     1  1  /  I  \     =*-  A 

D^-y)^ii-^:î,  (D^-7)^ii  =  9^î, 


D^-f)4-94, 


nous  pouvons  éliminer  les  puissances  supérieures  du  symbole  D, 
et  écrire  définitivement,  en  nous  arrêtant  aux  termes  du  quatrième 
degré  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons, 

/ —       -      /  I  I     \    ^  -^* 

Roo  \/aa'  =  b'^-¥-  (  £iS2-l-  e'i  £2 -4-  7  o'i  -h  -  aj  j  ^j  —  (si  t'._,  -t-  Sa^'i  )^2 

(•>  K  o 

^1+  7^1-  D^Ï 

+  (E;2e',2+^/,2_^^/^,2)^4_^9_4+D4 

—  £.  £2(£l£2+e2£'i)  (^^î-+-   ^.4-   d4) 

-  ^\  £'2  (^1  ^2  H-  s^s'i)  (^  4+  f  4+  D  4) 

+  1  [^h'2^  +  £ls;2+i(c2+a2)]4 

9  - 

—  -  [ a,  £2  £',  ^  «72  £1  £'2  -h  cr',  £2  £2  H-  ^2  £1  e'i  ]  ^ï' 

/    1        q    .A\ 

+  ((!,£,  £'2  H-  a2£2£'i)f  6ij—  ^^èn 


Comme  on  l'a  fait  remarquer  plus  haut,  la  partie  complémentaire 
de  la  fonction  perturbatrice  R  n'a  aucun  terme  séculaire  :  c'est  en 
évidence  sur  la  formule  précédente,  d'après  la  façon  dont  le  déve- 
loppement de  R  se  déduit  de  celui  de  Rq. 

92.  Au  lieu  d'introduire  directement  les  longitudes  moyennes  / 
et  /'  des  deux  planètes  dans  le  développement  de  Rq,  on  aurait  pu 
tout  aussi  bien  conserver  les  longitudes  vraies  i>  et  t^',  ou  bien  encore 
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faire  apparaître  les  longitudes  excentriques  /,  et  l\  :  on  désigne  ici 
par  longitude  excentrique  la  somme  a  +  ^  de  l'anomalie  excentrique 
et  de  la  longitude  du  périhélie,  de  sorte  que  v  =^  l^-\-  w —  m.  11  n'y  a 
d'ailleurs  aucune  nécessité  d'opérer  de  la  même  façon  pour  les  deux 
planètes,  et  l'on  aura  ainsi  de  nouveaux  développements  qui  pourront 
trouver  leur  application  en  diverses  circonstances. 

Pour  substituer  l'emploi  de  la  longitude  excentrique  l^  à  celui  de 
la  longitude  moyenne  /,  il  suffit  évidemment  d'opérer  de  la  façon 
suivante,  en  se  reportant  aux  raisonnements  déjà  faits  et  aux  nota- 
tions du  n'^  83  ;  faisant 


D-i,(r  D-^,(T 


on  remplacera  dans  les  formules  (8)  et  (9)  X  parXi,  puis  ic,,  ^2, 

^"p.^P.V^^yy^y'^^^luP.  ou  bien  par  ri,,  YI2,  Q/T,,;,,- 

Voici  les  expressions  des  premiers  opérateurs  Q^,,^,  '- 

4 
*'        3   ,       23  5         /52        3  23\^       (s        3\  1 

^-•'  1  4  8  ib  \  -2  '2  8/  \2  -1/  2 

s^         «3        43  ,1  35         /s»  ,       43  II  \r, 


ik         3         48  12  128        \6  24  12 

^^''^^        6        3  3      ^  3     ^  32^\3         4  3; 
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Pour  conserver  la  longitude  vraie  (^,  on  fera 

D-i 

et  l'on    remplacera   X^,  jc^  ^25  N^„p,   par  ^2,  ^m  ^2,  ^p^,p^  respec- 
tivement. On  a  en  particulier 


ï^o,o  = 

I, 

Ri,o  = 

I 

2 

D, 

ï^2,0  = 

— 

I 

8 

1 

-+-  - 

2 

D2 

Ri,i  = 

7 
4 

I 

4D 
I 

+  1 

^3,0=7^  +r7D-7D2--D3, 
10         24  4  o 


«-=i-T'^-T'^'-J'^^ 


3|_^0.|D^-SD..i 


Bien  entendu,  on  suivra  des  règles  toutes  pareilles  quand  il  s'agira 
d'introduire  la  longitude  excentrique  /', ,  ou  la  longitude  vraie  p'  de  la 
seconde  planète;  les  diverses  lettres  seront  simplement  accentuées, 
et  l'on  changera  le  signe  de  D  dans  les  expressions  des  opérateurs. 


FIN 
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